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Abstract — Nous avons mis en évidence I’élaboration des algorithmes de factorisation et de calcul d’inverse des matrices par la méthode
de Gauss —Jordan : le lien existant entre le déterminant d’une matrice, la factorisation et le calcul de ’inverse d’une matrice ainsi que
la résolution du systéme d’équation. Le choix de la méthode de Gauss —Jordan de par sa description ne laisse pas entendre ce lien ;
pourtant apres élimination judicieuse entre ligne : on retrouve le déterminant de la matrice. Fort de ce constat, nous concluons que
toutes ces différentes opérations sur le calcul matriciel n’est possible que si et seulement si le déterminant de la matrice est non nul.
Cette condition nécessaire suffisante n’est toujours pas si explicite par les étudiants en classe de préparatoire. Ainsi, Nous avons le
bonheur de présenter cet article comme étant :

(a) Un outil permettant de factoriser par la méthode de LU : les matrices 2x2, 3x3 et 4x4

(b) Un outil permettant de calculer directement I’inverse des matrices 2x2, 3x3 et 4x4

(¢) un outil de calcul permettant d’alléger par le billet des algorithmes de factorisation cas des matrices 2x2 , 3x3 et 4x4 : La méthode
de Croute pour la résolution des systémes d’équations linéaires ayant deux équations a deux inconnues, trois équations a trois
inconnues et méme quatre équations a inconnues.

(d) Un outil permettant de faciliter la méthode de matrice Inverse pour la résolution des systémes d’équations linéaires.

Comme perspective d’avenir, nous aimerons établir une relation de récurrence permettant de Généraliser ces algorithmes établit
préalablement mais cela fera sans aucun doute ’objet d’un tout autre article.

Keywords — Algorithmes De Factorisation, Lu, Inverse, Matrices, Méthode De Gauss-Jordan & Méthode De Croute, Matrices 2x2, 3x3
& 4x4.

I. Introduction
I.1 Problématique

Apres avoir enseigner le cours d’algébre, ces dernieres années; nous avons constaté que les
¢tudiants de classe de préparatoire en du mal a calculer les inverses des matrices, factorisation et de
résolution des systemes d’équations linéaires. Ainsi donc, nous avons préconisé de mettre en place
des algorithmes leur permettons de calculer sans avoir a effectuer la démarche analytique. Dans le
cadre de cet article, nous exposons ces algorithmes.

1.2 Objectif de notre recherche

Mettre en exergue le déterminant dans le calcul de factorisation des matrices, du calcul de I’inverse d’une
matrice, dans la résolution des systémes d’équations.
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1.3 Motivations

Il n’est toujours pas facile de réaliser la place qu’occupe-le déterminant d’une matrice lors calcul de
I’inverse d’une matrice ainsi que dans la résolution des systémes d’équations linéaires. Toutes ces
opérations ne sont possibles que si et seulement si le déterminant de la matrice est non nul. Fort de cela,
nous mettons en place de divers algorithmes permettant de calculer facilement I’inverse des matrices, de
factoriser et de trouver les solutions des systémes d’équations sans avoir a effectuer le moindre calcul.

Ces algorithmes deviennent de plus en plus difficiles a calculer analytiquement, ainsi nous démontrons la
complexité de calcul qui entre en compte dans les algorithmes de calcul de factorisation, inverse et
résolution des systémes d’équations lin€aires de taille m X n.

Il serait quasiment impossible et fastidieux de refaire les mémes calculs qui sont développées plus
bas pour les matrices d’ordre supérieur a 4.

II. Algorithme de factorisation LU
1ier Cas : Matrices 2x2
Toute matrice A peut-étre factorisé par la méthode LU :
Amsn=LmsnUman
Ou
L« n Est une matrice Triangulaire Inférieur
U,s n Est une matrice Triangulaire Supérieur
Pour Une matrice A,, 5 :
Az 2= L2 2Uzsz
Considérons une matrice quelconque de taille A,, ,
u u
(=0 )05 )
li1;b,=1;uy1 =aetuy; =b

(Ccl Z):(l; (1))(8 ulZz)

a121 =cC

Ly = -

21 a
blz]_ + uZZ = d

b() + up = d
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ad — bc

Uzy =

On sait déja qu’un déterminant 2x2 s’écrit :

b
A= |2
|c d
A= ad — bc
A
Uzz:a

Ainsi, on obtient I’algorithme de factorisation LU pour les matrices de taille 2x2 :

@ -9 9

(1)
Test (1)
Utilisons I’algorithme (1) ; pour factoriser la matrice A et prouver que A= LU
A o)
R
A= 30

Preuve :

G ) 2)-G 3

Application de I’algorithme de factorisation dans la résolution des systéemes d’équations linéaires: La
méthode de Croute pour les systémes d’équations 2 x 2 :

BlR R

Sous la forme matricielle :
AX=B
Or
A=LU
(LU)X =B
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LY =B 2)
UxX=Y 3)

La relation (2) et (3) permet de trouver les solutions d’un systéme par la méthode de Croute. Nous allons
directement utiliser 1’algorithme de Factorisation développer dans la relation (1) afin de rendre plus
commode la méthode de Croute :

Algorithme de Croute : Systéme d’équation 2 x 2
LY=B

10 (3’1) _ (b1)
-1 V2 N bz
a

y1=Dby

c

53’1 + ¥, =b,

o

_bya—cy,
Y2 = a

UuxX=Y

(6 8

G2)

ax1 + be = b1
A
Exz =2
_ayz
2=y )

axq + bxz = bl

_bl—be

a (6)

En vertu de I’algorithme (1) ; La méthode de croute peut étre directement mise sous la forme (5) et (6).

X1

Test (2) : Trouver par la méthode de Croute, les solutions du systéme ci-apres :
{le +2x, =4
X1 +x, =1

R
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1
}’1:b1QY1:4QYZ:g;

1
xz = ;
xl_bl—abe
2
xlzg
Preuve :
le + 2x2 = 7
2 1
5G) +2 (5) =4
3 ' 3
2ieme Cqg : Matrices 3x3
Soient
apc 1 0 0\/sa b C
ghi 131 1321 0 0 Uss
d —bd
I, = = bly; +uy; = e uy,= eaa
d fa-
clyy +uy; =f;%+u23 = fups= aac
alz3; =g l31=§
_ ha-bg
32 ea—b
, . cg
Clzg +132up3 +uzz =i;uz3 =i — - I3,u53
apc 1 0 on/a b ¢
(def>=<d/a 1 0) 0 ea—bd/a fc;—cd/a
ghi g/a ha—bg/ea—bd1 0 0 i_7_132u23
Test (3)

Utilisons I’algorithme (7) ; pour factoriser la matrice A et prouver que A= LU
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211
(1 2 1)
112
R
apc 1 0 on/a b ¢
<de f>=<d/a 1 O> 0 ea—bd/a f%g_Cd/a
ghi g/a ha—bg/ea—bd1 0 0 i_;_132u23
211 1 0 1 2 0 1
(1 2 1> == (1/2 1 o) (03/21/2
112 1/2 1/3 1 0 0 4/3
Preuve:
1 0 1 2 0 1 211
(1/2 1 0) (o 3/2 1/2) = (1 2 1)
1/2 1/3 1 0 0 4/3 112
3ieme Cas : Matrices 4x4
apcd 1 0 00 ab ¢ d
e fgh|_ lb 1 00 0 uy, Uzz Uy,
ijkl I3 130 1 0 0 0 usz Uz,
mnop l41 l4,2 l43 1 0 0 0 Uyg
e fe —be
aly = e; Iy :a tblyy Uz = f5 Uy, :T €l FUzz = g5 Uys
ga—ce ha — de
:T sdlyy FUgy = hs Uyy = ———
] i ] ja — bi
alz; =1; I3 = 7 bl31 + 32Uy =5 132 = fe — be sClag + l3pUps + Uz =k uss
=k — clz; — l3pUy3; dlgy + l3pUps Uy = 15 ugy = 1— dlzg — l35up,

m na — bm
— tblyy Uy =15 Uy = Fe—be sClag + LUz + lygtizz = 05143
0 — clyy — lypuy3
= y ;o dlyy + lpUps + lyzUzs Uy =D Uy
33

=p— dly — Uy — iUz,

Finalement :
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Agxa = Lyxa Lyya

abcd
_[efgh
Asxa=| j k1
mnop
1 0 0 0
L e/a 1 0 0
x4\ j/a ja—bi/fe — be 1 0
m/a na — bm/fe - be 0 — Cl41 - l42u23/U33 1
a b C d
U - 0 fe—be/a ga—ce/a ha —de/a
o 0 k — cl3g — l3puy3 I— dlz; = l3uy,
0 0 0 p— dlyy — lpUzs — lazs,

II1. Algorithme de Gauss-Jordan
1ier Cas : Matrices 2x2

¢1 0 ab)
01 c¢cd
12=312_C11

l, =<4 a 0 ad-bc
11=d11_b12

,=d —b ad-—-bc 0

(%

—b ad — bc 0 )
a 0 ad — bc

Or
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Test de ’algorithme (3)

a b
c d

A = ad-bc
Ly

l, = —
™A

.

l,
l, = =
27N

( d/A +b/A
—c/A Ta/A

—_ O

)

S =

RN

Utiliser I’algorithme de Gauss-Jordan 2x2 pour calculer I’inverse de la matrice suivante et montrer

que AA™ =1

2ieme Cas : Matrices 3x3

-G
R
o= ()

2/7 -1/7
(glz)(—sﬁ 5/7 )=(é(i)

(i)

li=a b c; ly=d e f;l3=g h i

d b C
de f
ghi

S O
(=N ]
-0 O
Q@ Q. Q
0 o
~ S O

A=

A =i(ae — bd) — f(ah — bg) + c(dh — eg)
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Faisons
l3 = el3 - llz
11 00 a 0 ¢
(0 10 d e f )
0—he eg—dh (ei—fh
Faisons
ll = ell - blz
e -b 0 a 0 ¢
(ed ae 0 d e f )

0 h e eg—dh 0ei—fh

Faisons
lz = dll - (ae - bd)l1
e —b 0 ae — bd 0 ce — bf
ed —ae 0 0 —e(ae —bd) e(cd — af)
e(dh —eg) —e(ah — bg) e(ag — bd) 0 0 ei—fh

Faisons

l; = (ae — bd)l; — (eg — dh);

e —b 0 ae — bd 0 ce — bf
( ed —ae 0 0 —e(ae—bd)  e(cd— af))
e(dh—eg) —e(ah — bg) e(ae —bd) 0 0 el

Faisons

lz = eAlz - e(Cd - af)l3

e —b 0 ae — bd 0 ce — bf
e*(ae —bd)(di — fg) e?(ae — bd)(ai — cg) e?(ae — bd)(cd —{af) 0 —e%(ae — bd)A 0
e(dh —eg) —e(ah — bg) e(ae — bd) 0 0 el

Faisons
ly
l, =————
e(ae — bd)A
L

=~ e2(ae — bd)A

l5
l, =—
37 eA
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ei—fh _ (bi=ch) (pf—c )
A A A 1 0 0
. (di-fg) ai—-cg _ ‘af—c
2 A i 0 1 0
dh—eg bg—-ah .ae—bd 0 0 1
A A A
On obtient finalement, I’algorithme de Gauss-Jordan pour les matrices 3 x3
ei—fh ch — bi bf — ce
A A A
41 = fg—di ai—cg cd—af
A A A
dh—eg bg—ah ae—bd
A A A (4)

Test de ’algorithme (4)

Utilisons I’algorithme (4) ; pour calculer I’inverse de la matrice A et prouver que AA™ =]

211
A={121
112

R
A= 4
ei—fh ch—bi  bf —ce
A A A
41 = fg—di ai—cg cd-—af
B A A A
dh—eg bg—ah ae—bd
A A A
22)-11) 1M -12) 1(1)-1(2)
4 4 4
g-1= |1 -1@) 22 -1d) 1) —2(1)
4 4 4
1) -2(1) 11)-2(1) 2(1)-1(1)
4 4 4
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3 1 1
4 4 4
e S I
4 4 4
1 1 1
4 4 4
Preuve :
On sait que :
ATTA=1
3 1 1
4 4 4
1 1 1 211 1 0 0
1 1 1 112 0 0 1
4 4 4
3ieme Cas : Matrices 4x4
1000 abcd
0100 efgh
0010 i jkl
0001 mnop
abcd
_|lefgh
A=li j okl
mnop

A= (af — be)(kp — lo) + (ce — ag)(jp — Im) + (ak — de)(jo — km) + (bg — cf)(ip — Im) + (df — bh)(io —
km

Aprés avoir éliminé les lignes comme dans le cas des matrices 3x3 : On obtient finalement le résultat ci-apres :
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Q
—
—
.I
9A/
— o 80
—_— o =
=S= 3
T O o
[ ]
S Q9 ©
N
N g =
oS v
S2m1
Lo =
= 2
¢
&
v e
wy
Qo
™2
—

flkp —lo) — g(jp —In) + h(jo — kn)

—b(kp —lo) + c(jp —In) —d(jo — kn)

b(gp — ho) — c(fp — hn) + d(fo — gn)

—b(gl — hk) + c(fp — hn) + d(fo — gn)

A A A A
—e(kp — lo) + g(ip — Im) — h(io — km) a(kp — o) —c(ip —Im) +d(io —km)  —a'gp — ho) + c(ep — hm) —d(eo — gm) a(gl — hk) — c(el — hi) + d(ek — gi)
-1 _ A A A A
A= _ e(jp —In) — f(ip —Im) + h(in — jm) —a(jp —In ) + b(ip — lm) — d(in — jm) a(fp — hn) —b(ep —hm) + d(en— fm) —a(fl — hj) + b(el — hi) — d(ej — fi)
A A A A
—e(jo—kn) + f(io —km) — g(in—jm)  a(jo—kn ) —b(io —km) + c(in—jm)  —a(fo—gn) +b(eo — gm) —c(en— fm) a(fk — gj) — b(ek — gi) + c(ej — fi)
A A A A
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Conclusion

Nous avons mis en évidence 1’élaboration des algorithmes de factorisation et de calcul d’inverse des matrices par la
méthode de Gauss —Jordan : le lien existant entre le déterminant d’une matrice, la factorisation et le calcul de I’inverse
d’une matrice ainsi que la résolution du systéme d’équation. Le choix de la méthode de Gauss —Jordan de par sa
description ne laisse pas entendre ce lien; pourtant aprés élimination judicieuse entre ligne: on retrouve le
déterminant de la matrice. Fort de ce constat, nous concluons que toutes ces différentes opérations sur le calcul
matriciel n’est possible que si et seulement si le déterminant de la matrice est non nul. Cette condition nécessaire
suffisante n’est toujours pas si explicite par les étudiants en classe de préparatoire. Ainsi, Nous avons le bonheur de
présenter cet article comme étant :

(a) Un outil permettant de factoriser par la méthode de LU : les matrices 2x2, 3x3 et 4x4
(b) Un outil permettant de calculer directement I’inverse des matrices 2x2, 3x3 et 4x4

(¢) un outil de calcul permettant d’alléger par le billet des algorithmes de factorisation cas des matrices 2x2 , 3x3 et
4x4 : La méthode de Croute pour la résolution des systémes d’équations linéaires ayant deux équations a deux
inconnues, trois équations a trois inconnues et méme quatre équations a inconnues.

(d) Un outil permettant de faciliter la méthode de matrice Inverse pour la résolution des systémes d’équations
linéaires.

Comme perspective d’avenir, nous aimerons établir une relation de récurrence permettant de Généraliser ces
algorithmes établit préalablement mais cela fera sans aucun doute 1’objet d’un tout autre article.
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