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Résumé — Les équations intégrales et les équations différentielles admettant les fonctions de Green, utilisent aussi la
théorie spectrale pour leurs résolutions par le truchement d’un opérateur compact auto-adjoint et cela en décomposant les
espaces fonctionnels en vecteurs propres et vecteurs propres.

Mots-Clés — Théorie Spectrale, Opérateur Compact Auto-Adjoint, Equations Intégrales, Equations Différentielles, Forme
Bilinéaire, Forme Coersive.

Abstrat — The integral équations and the differential équations admittintg the Green functions, also use the spectral
theory for their resolutions by using a self-adjoint compact operateur and by decomposing the functional spaces into
eigenvectors and eigenvalues.
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INTRODUCTION

La théorie spectrale fut initiée par Riesz et Fredholrn dans leurs études des solutions des équations intégrales,
qu’on représente comme une équation Fx =y, ou F est un opérateur compact auto-adjoint. L’approche consiste A décomposer
I’espace en sous-espaces consistant des vecteurs propres de F correspondant aux mémes valeurs propres de F. Cette méthode
s’applique aux équations intégrales, donc également aux équations différentielles admettant les fonctions de Green.

1. Inégalité variationnelle [1][8][11]
Dans cette section nous allons établir un résultat concernant les formes bilinéaires.

Soit X un espace normé. Une application b : X — R est dite forme bilinéaire si elle est linéaire séparément pour
les deux variables. Une forme bilinéaire b est dite continue s’il existe une constante C telle que
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[bGey) | < cllxl
pour tous x,y € X; coécrive s’il existe ¢ > 0 tel que
|b(x, x)| = cllx]||? (1
pour tout x € X. En particulier, si X est un espace de Hilbert, alors
b(x,y): = {x,y) est une forme bilinéaire continue et coécrive.
Théoréme 1 (Stampacchia).

Si A est un convexe fermé non-vide d’un espace de Hilbert X, et b est une forme bilinéaire, continue, coécrive, alors
pour tout

f e X’ il existe un unique a, € A tel que
b(ag,a — ay) = (f,a—ay) )

pour tout a € A.

Démonstration

D’apres le théoréeme de représentation de Riesz, on peut supposer que feX, et que, pour tout a, il existe une forme
linéaire continue Fa telle que b(a,y) = (Fa,b) pour tout y € X. Bien shr, F est linéaire et comme |b(a, b)| < Clla|||ly]| et
grace a (1), 'opérateur F est continu et

(Fa,a)=cllall®
Donc le probléme est celui de trouver un a, € A unique tel que
(Fag,a — ag)>(f,a — ay) pourtouta € A4,
ou de fagon équivalente, pour tout a € A et pourr > 0,
((r f — rFay + ap)— ag,a— ap) <0.
Autrementdita, = P, (r f — rFay, + ay) la projection de sur A. Soit

S,(@ =P (rf—rFay + a).

Or
IS-(a) — Sr(ax) | <1l (a1 — @) — rFay — Fay)|®
donc
I Sy (ay) = Sr(az) 117
<llay — apll>—2r ((Fo, — Fo,), (a1 — ap)) + PlIF (@, — a)lI?
<llay — a,lI* 1—2rc + r?||F||?).
Sir=0,alors (1— 2rc + r?||F||?) = 1 et min {1 — 2rc + 72||F||?> : r € R} est atteint = ﬁ et est inférieur a 1. Par

conséquent, il existeunrett < 1  tel que

"Sr(al) - Sr(az)" < \/E" a, — a; ”'
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et d’apres le théoreme de point fixe de Banach, il existe un unique ao € A tel que S,a, = a,.
Exemple 1

Sib(x,y) := (x,y)et f € X, alors (2) devient

(a—ao,f—ap) <0,

c’est-a-dire la condition caractérisant 1’élément x, = a, du convexe fermé A qui soit le plus proche d’un élément donné f de X.
Si A est un sous-espace vectoriel fermé de X, alors
Théoréme 2 (Lax-Milgram).

Soit b une forme bilinéaire continue une sur un espace de Hilbert X et A un sous-espace vectoriel fermé de X
Alors pour tout f € X’ il existe un unique ap tel que 0900457514

b(ao, h) = (f, )

pour touth € A.
2. Opérateurs compacts [2][14][19][20]

Soit X, Y deux espaces normés. Un opérateur linéaire F : X — Y

est dit compact s’il est continu et si FB est relativement compact pour tout borné B. 1l est dit de rang fini si dim(FX) < oo. Il
découle que tout opérateur continu de rang fini est compact.

Le sous-espace K (X, Y) des opérateurs compacts dans I’espace des opérateurs linéaires continus L. (X,Y) est fermé.
Théoréme 3 (Schauder) [8][15]

Si X, Y sont deux espaces de Banach et si F : X — Y est un opérateur linéaire et continu, alors F est compact si et
seulement si F* est compact.

Démonstration.

SoitB:={x € X: ||x|| < 1}.SiF: X — Y est compact, alors cl F(B) est une partic compacte de Y. Soit (f;,),,
une suite dans Y’ telle que || fa || <1 pour tout n. Nous allons montrer que (F*f,),, admet une suite extraite convergente, ce qui
entraine la compacité de F*. La suite

{fn |ch(B):n <o } (3)

est équicontinue sur un compact, et comme f,,(0) = 0 pour tout n,[3]est bornée. D’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzela, il existe
f € C(cl FB) etune suite strictement croissante (1) telle que (fn |ClF(B))k converge vers f uniformément. En particulier,

Supeep | fo, (FX) — f(F) |

tend vers 0, quand k tend vers oo, donc

subrep | ((F fop = F 1)) | = [|F* fuy — F fo,|

tends vers 0 quand k, [ tendent vers oo, alors (F * fnk)k est de Cauchy, donc convergente grace a la complétude de X'.

Si F* est compact, alors par la premiére partie de la preuve, F** est compact. D’autre part, F** coincide avec F sur
X.
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Théoréme 4.

Soit X un espace de Banach. Si F: X — X est compact, alors dim (fix F) < oo et (iy — F) X est fermé

Démonstration.
Puisque F est compact et fix F < F(X), en posant
B:={xeX: ||X|| < 1}, on observe que
Bn fixF =F(BnN fixF) c F(B)
est relativement compact. Ainsi fix F est un espace vectoriel localement compact, donc la dimension de fix F finie.

Pour montrer la seconde affirmation, considérons une suite (y,,),d’éléments de (iy — F)X telle que y = lim,,_,,
V. Alors pour tout n, il existe x,, € X tel que y, =x, - Fx,. Comme fixF est de dimension finie, pour tout » il existe v, €
fix F tel que

| % - v || = dist(xn, fixF).
Puisque v,, = Fu,,
Vo =%p — Fx,, — v+ Fo,
=(Xn = V) = F(Xp=vy) = hy= Fhy,

ou h : = x,-v,. Il s’ensuit que || h, || = dist (h,, fix F).

Montrons que la suite (hy), est bornée. Sinon, il existerait une suite (hnk)k telle que Ilim ||hnk|| = oo, Comme
—00
(3)n est bornée, en posant wy, ||k, || :== h,, on conclut que
0= lim 2% =lim (Wp— Fw,, ). 4
k—oo Akl k—oo Wi nk) )

Puisque F est compact, il existe une suite strictement croissante (kp)p telle que (F Wnkp) est convergente, donc
p

selon (4) , il existe w tel que

w = limw, = lim Fwnp

p— 14 p—©

Comme F est continu, w = Fw c’est-a-dire w € fixF et, d’autre part, dist(w, fixF) = 1, car la fonction
distance est continue.

Ayant prouvé que (hy), est bornée, on utilise la compacité de F pour déduire I’existence d’une suite strictement
croissante (1) telle que (F hnk_)k est convergente, et, puisque y, = h, — Fh,,, la suite (hnk)k est également convergente et

P 0 P = 7 g, Pl =y = F
c’est-a-direy = h— Fh € (i, — F)X.
Lemme 1 (Riesz). [4][17][24]

Si L est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace normé X, alors pour tout ¢ > 0 il existe h € X tel que ||h|| = 1 et
dist (h,L) >1- &.
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Démonstration.

Soitx & L. Comme L est fermé, dist (x,L) > 0. Ii existe donc w € L tel que

dist (6, L) < [x- w| < —dist (x,L),

X

1-¢ <dist(——,L
(e
=dist ((———- —> [ — —=
ool ™ Tew 't ™ Tl
= dist "‘_W’L
ez
Ainsi
X —Ww
hi= 2
[ —wll

vérifie les conditions du lemme.
Théoréme 5 (Alternative de Fredholm). [8][13][21]
Soit X un espace de Banach.
SiF: X — X estcompact, alors
(a) iy — F est injectif si et seulement s’il est surjectif,
(b) dim (fix F) = dim (fix F").
Démonstration.

Montrons que si 4 : = iy - F est injectif, alors 4 est surjectif. Supposons qu’au contraire X \ AX # @ et posons
Xo:=X et Xpp1:= AX,, (C’est-a-dire X,, = A™X). La suite (X,,), est strictement décroissante. En effet, si n était le plus petit
¢lément de N tel que X,,,; = AX,, = X, , alors il existerait x5 € X141\ X, , donc Ax, € X,, = X,,,1. Par conséquent, il existerait
x1 € X, avec Ax; = Ax,, donc x; # x,.

D’autre part, X,, est fermé pour tout n. En effet, observons d’abord que FX,, € X,, pour tout n € N. Ceci est vrai
pourn = 0, et sin > 0 et la propriété est vraie pour tout k < n, alors, pour tout y € X,,, il existe

x € X,_; tel que y = x—Fx donc Fy = Fx - F2x = A(Fx) et, comme Fx € X,_; par hypothése de récurrence , Fy € X,,. Puisque
la restriction F [y X est compacte ,X,, = AX,,_; = (ix— F)X,,_; est fermé selon le théoreme (3).

Grace au lemme 1 de Riesz, pour tout € > 0 il existe une suite (x,) telle que x, € X, ,|| Xn || = 1 et dist (x,,
Xn41)= 1 - €. Donc pour n >k

Fxp,— Fxj, = Fxp — Xp — (FXp =X ) + Xp— Xy,
= (Ax— Ax, + x,) —xp,
et (Ax, — Ax, + x,,) € Xi+1 et par conséquent || Fx, — Fx; || > 1— &, ce qui n’est pas passible, car F est compact.

Comme A =iy — F, alors A* = iy — F*. Si 4 est surjectif, alors A* est injectif, donc surjectif, et par conséquent,
A*XI — XI

et encore, (A*X')" = kerA, I’opérateur A est injectif.
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Montrons d’abord que
d*:=dimker(iy — F*) < dim ker(iy — F) =:d.
Sid < d*, alors il existe un espace supplémentaire L de (iy — F)X
avec dim L = d* et un opérateur linéaire injectif non-surjectif
A: ker (ix — F) =L,
Comme dim ker (iy — F) < oo, alors, il existe une projection linéaire continue P: X — fix F.
Observons que
S=F+AoP

est compact ( car A o P est de rang fini). Il s’ensuit que iy — S est injectif.

Effectivement si 0 = x — Sx = x — Fx — A(Px), ¢’est-a-dire

x — Fx = A(Px),

alors x — Fx = 0 = A(Px), car dans A(Px) est supplémentaire de (iy — F)X. Ainsi x € fix F et ainsi Px = 0, car A est injectif.
Or P est une projection sur fix F, donc P, = x = 0. Par conséquent, iy — S est surjectif, ce qui donne une contradiction, car dans

L\ (ix—F —AoP)X # @.Onconclut que d* < d.
En appliquant ce résultat a F*, on déduit que
dim(fix F**) < dim(fix F*) < dim(fix F),
et puisque fix F c fixF**, on conclut que d < d".
3. Opérateurs de Hilbert-Schmidt [1][14][15][23]

Soit V et W deux espaces de Hibert. Un opérateur F: V — W est dit de Hilbert- Schmidt s’il existe une base
{e]-: jE]J } orthonormale de V telle que

2
IFlGs = ) [IFe]|* < oo,
JEJ
ou la somme est définie. On appelle || F|| zs 1a norme de Hilbert-Schmidt de F. Une application de I’inégalité (Schwarz) de
Schwarz montre que ||[F|| < ||F|gs.

Proposition 1.
La norme de Hilbert-Schmidt d’un opérateur ne dépend pas du choix de base.
Démonstration.

Soit {f;: i € I} une autre base orthonormale de W. D’apreés I’identité de parseval

1F s = > IFell® =) ) lre fol

jeJ JjeJ jej
2
= 2 Yl PRI = Y IE LI = 1F s
Tel eI iel

Si {ej: jE]J } est remplacée par une autre base orthonormale de V, 1’égalité au-dessus ne change pas.
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Soit X, Y deux intervalles fermés bornées de R. Si W est une partie fermée d’un espace euclidien, alors L, (W)
désigne I’ensemble des classes d’équivalence (égalité presque partout) des fonctions carré-intégrables muni du produit scalaire

(g,h) = f GW)h(w)dw
w

L’espace de Hilbert L,(w) est séparable, en particulier, ses bases de
Hilbert sont dénombrables.
Proposition 2. [18][21][25]
Sik€L,(X xY)alors
(Kuw) (x) = [, k(x,y) u(y) dy Q)

définit un opérateur de Hilbert-Schmidt de L, (Y) dans L, (X). Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est de la forme (5)

Démonstration.
Sif€L,(X)etg €L,(Y),alorsf @ g€ L,(X xXY),
ou
f ® 9(x,y)=f(x)g()
Or,si{f;:i €1}, {g iiJ€J } sont des bases orthonormales de L, (x) et L,(y) respectivement, alors
{i®g;j:i€ljeJ}
est une base orthonormale de L,(X X Y). Donc k = ¥;¥;a;;f; ® g;, ol
a;= fXX , k- (fi ® g;)dxdy. Maintenant, d’apres I’identité de Parseval Z]-”Kg]-”2 =2 € |(Kg]-,fi)|2
(6)

et
(Kg,,f) = f ( f k(x,y) g,-(y)dy))ﬁ(x)dx
X y

= [, [ J kG fi(0)g;(dxdy = [, k.(f; ® g;)dxdy,

donc

Sk = 2y Zi flle- (i © g dxdy = [, [yl y)[Pdxdy < o
Réciproquement, si K: L, (Y) = L,(X) et (6) est fini, alors

k=Y XKg;, fi) fi ® gj
est un élément de L, (X X Y) pour lequel (5).
Corollaire 1.

Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact, comme une limite d’opérateurs de rang fini.
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4. Résolvante, spectre, valeurs propres [4][16][25]
Soit F un opérateur linéaire continu sur un espace de Banach réel X. On définit la résolvante p(F) de F
p(F) == {A&: F — 4;, estbijectif}
et le spectre a(F) de F comme le complémentaire de la résolvante.

Un nombre réel est dit une valeur propre de F si F — 4;, n’est pas injectif. Autrement dit, A € R est une valeur
propre de F si le sous-espace vectoriel {x € X : Fx =Ax} des vecteurs propres de F ne se réduit pas a {0}.

Rappelons que tout opérateur linéaire continu bijectif d’un espace de Banach dans [’autre est un
homéomorphisme.

Si Fest compact et A # 0 est une valeur propre de F, F — A;, n’est pas surjectif.
Proposition 3

Si X est un espace de Banach de dimension infinie et
F : X = X est un opérateur linéaire continu compact, alors 0 € o (F).
Démonstration

En effet, si 0 € o(F) alors F~1 est continu, donc I’identité iy = F~1 est compacte et, par conséquent,dim X <

0,
Observons que 0 n’est pas forcément une valeur propre de F.
Proposition 4
Si F est linéaire et continu, alors a(F) est fermé et inclus dans [—||F||, ||F||].
Démonstration

Montrons que si [A| > ||F||, alors A € p(F). Effectivement, pour tout y € X, I’application x — %(Fx - y) est

contractante, donc d’aprés le théoréme de Banach, il existe x tel que x = (Fx — ), ce qui veut dire que Fx — Ax =y admet
une solution pour tout y € X.

Montrons que la résolvante est ouverte. Si A, € p(F) alors tout A tel que

_r
IF= 20ix

| 2-4 | <
appartient a p(F). Montrons que pour un tel A # A, et pour y € X, il existe x € X tel que
Fx-Ax=y @)
Si un tel x existe, alors Fx — Agx = y + (44)x. Soit
Sy () = A= A0)(F = Aolx) ™ Gy + ).
Observons que I’opérateur S,, , est contractant si
1A= 2llI(F — 20i) 7l < 1,

et alors il existe x = S,,(x), c’est-a-dire x vérifie (7).
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Théoréme 6
Si F est compact, alors tout A € a(F) \ {0} est isolé.
Démonstration
Supposons que (4,), est une suite injective d’éléments de o(F) \ {0} et Tlll_l’){)lo A, existe. Nous montrerons

quelim 4, = 0.

n-co
Soit 0 # e, € ker (F — A,,ix) et

E, =lin{e: 1 <k <n}.
Alors I’ensemble E,, = lin{e,: 1 < k < n} est linéairement indépendant : admettons
le résultat & I’ordre n et supposons que e,_; = Y.p=q Xk €k, alors

Ant1 Zie=1 @€k = Anp1€ni1 = Fenyr = Ti=q @ Fep = Xioq apdyer
Donc Y}_q @ (A1 — Ax)ex = 0, ainsi @ (A,41 — Ax) = 0 et, par conséquent,
ay = Opour tout 1 < k = n, ce qui est absurde. Ainsi (E,),, est strictement croissante.
D’autre part,

(F = Anx)E, € Ep_y
Effectivement,Fe, — A, e, (A4, — A,)ex, donc (F - /'lnxi)ek €E,sik <netFe, — A,e, = 0. Selon le lemme de Riesz, il existe
une suite (x,,), telle que E,, € E,,, ||x, ]| et
Dist (x,, Ep_1) = 1e.
Donc, pour 2 <m <n,
Em-1CEn CEy g CEp,

et puisque les trois premiers termes a droite de 1’¢galité suivante

Fxym Fxn  Fxm—AmXm Fxp—nxn Fxn—Anxn
— = +- + Xy ——R

Am  An Am An m An

appartiennent aE,,_,, nous pouvons utiliser (8)Ainsi si

A=1limA,=0
n—-oo
alors il existe ng tel que 0 < |A,], |4,,12|A], donc
1y = Fonll = (1 =€)
T TR

Pour n,m > n,, ce qui donne une contradiction, car F est compact. £
5. Décomposition spectrale [8][10][11][15][25]

Soit X un espace de Hilbert. Un opérateur linéaire continu F : X = X est dit auto-adjoint si F* = F. On pose

m=inf{{Fx,x): ||x]| < 1}etM = sup{(Fx,x)"x" < 1L

Vol. 47 No. 1 October 2024 ISSN: 2509-0119 273



International Journal of Progressive Sciences and Technologies (IJPSAT) SCHOLAR Al
ISSN: 2509-0119. ?
© 2024 Scholar AT LLC.

IJPSAT https://ijpsat.org/ Vol. 47 No. 1 October 2024, pp. 265-282

55N:2509-0119

Proposition 7.
Si F est un opérateur continu auto-adjoint, alors a(F) c [m, M] et, M € o(F).
Démonstration.
Si A > M, alors puisque (Fx,x) < M (x, x),
(Ax — Fx,x) = 2 {x,x) — (Fx,x) = Mx,x) — M(x,x) = (1 — M)||x||?,

pour tout x € X. D’apres le théoréme (2) de Lax-Milgram appliqué a b(x, h) = (Ax — Fx, h), opérateur 4;, — F est bijectif,
donc A € p(F). Nous allons montrer que M € o(F), la preuve de m € a(F) étant analogue.

La forme b(x,y) = (Mx — Fx,y) est bilinéaire, continue, symétrique et
b(x,x) = (Mx — Fx,y) = 0.
D’apres I’inégalité¢ de Schwarz,
[(Mx — Fx,y)| < (Mx — Fx, z)l/Z(My — Fy,y)l/z
donc en divisant cette inégalité par ||y|| on déduit qu’il existe c(y) O tel que
| Mx— Fx|| < c(y)(Mx — Fx,x) /2. (C))
pour tout x € X. Si (x,,),, est une suite telle que || Xn || =1let

M = lim (Fx, x), alors grace a (9) lim ||Mx,, — Fx,|| = 0.
n—oo n—oo

Si M appartenait a p(F), alors (Mix -F )_1 serait continu, donc
Xy = (Miy = F)™'(Mx, — Fxy),

et, par conséquent, lim,,_,,, x, = 0, contrairement a ||x,, || = 1. Ceci montre que M € o (F)
Proposition 5.

Si F est auto-adjoint et o(F) = {0}, alors F = 0.
Démonstration

D’aprés la proposition (4), (Fx,x) = 0 pour tout x € X, donc
2(Fx,y) =(F(x +y),x +y) = (Fx,x) — (Fy —y) = 0 pour chaque
x,y € Xdonc F = 0.
Théoréme 7 [19][24][25]

Si X est un espace de Hilbert séparable, F : X — X est un opérateur compact auto-adjoint, alors X admet une
base de Hilbert formée de vecteurs propres de F.

Démonstration.

Puisque, en vertu du théoréme 6, le spectre d’un opérateur compact ne peut avoir d’autres points d’accumulation
que 0, g(F) est dénombrable.

Soit {x n € N}, ou N c N, I’ensemble des valeurs propres distinctes de F, tel que Ay: = 0 si 0 est une valeur
propre de F. Posons
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E,:= ker(F — A,iy ).

On sait déja que 0 < dim E,, < oo pour tout n = 1. et 0 £ dimE, < oo. Les sous-espaces E, sont orthogonaux, car si n #
m,x, € E, etx,, € E, , alors

Amlxn, Xm) = (o, Fxp) (Fxy, %) = 4,000, X)),
done (= X)X, %) = 0 etalors (x,, x,,) = 0.
Montrons que E := lin(UneyEy) est dense dans X. Siy € E* alors

Fy € Et. Effectivement si x € E alors Fx € E, car E consiste des vecteurs propres de F, donc (x,Fy) = (Fx,y) =0. La
restriction Fy de F a E* est un opérateur compact et o(Fy) = {0} parce que toute valeur propre de F, est aussi celle de F. Ainsi
I’espace des vecteurs propres de F est inclus dans E. donc orthogonale au domaine de F.

Par conséquent, F, = 0 etalors E* = {0}.
Puisque pour tout x € X et tout n € N il existe x,, € E,,, telle que
X = ZnEN xn s
Corollaire 2.

Si F est un opérateur compact auto-adjoint dans un espace de Hilbert X et {1, :n € N} est son spectre, alors
pour tout x € Xet tout € N , il existe un vecteur propre x,, correspondant a 4,, de sorte que

Fx = ZFxn = Zlnxn

nenN nenN

6. Théorie de Sturm-Liouville [1][3][7][14]

La théorie des équations différentielles linéaires, ordinaires et partielles, est un domaine ou la théorie spectrale
joue un role important. Elle permet de résoudre de telles équations en décomposant des espaces fonctionnels selon les valeurs et
vecteurs propres des opérateurs différentiels correspondants.

C’est pourquoi nous allons esquisser dans cette section la théorie spectrale des opérateurs différentiels et ses
applications aux problémes dits aux limites.

Considérons 1‘opérateur
Lw)(pw')' —qw, (10)

oup,p’,q € C([0,1]) et p(x) > 0 pour tout x € [0,1]. Le domaine de L consiste des éléments de L,(0,1) coincidant presque
partout avec un élément de C%([0, 1]) (I’espace vectoriel des fonctions 2-fois continiment dérivables).

Le probléme de Sturm-Liouville consiste a trouver les fonctions w telles que
Lw)(x) = =f (%), (11)
Bow = 0 = Byw,
ou L est de la forme (10), f est continue et les conditions au bord sont données par deux opérateurs (de trace) de dimension 1,
Bow = ayw(0) + Bow’(0), (12)
Biw =ayw(1) + gw'(1),

tels que a3 + B2 > 0 et a? + B2 > 0. Les conditions au bord déterminent un sous-espace vectoriel auquel on restreint 1’opérateur
L.
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Exemple 2. [13]

Soit Ly(w) :== w' — Aw pour w € C2[0,1]. Cet opérateur correspond a (10) avec p = 1 et ¢ = A. La solution
complexe générale de w'— Aw =0, (13)
est w(x) = aeV™ 4+ bem, oua,b € C. Les conditions au bord

w(0) =0 =w(1), (14)
Entrainent 0 =w(0) =a+bet0 = w(l) = aeV + ae™V2 Par conséquent, b = —a etsia # 0, alors
VI = VI

c’est-a-dire 2% = 1, donc il existe n € Z tel que 2y = 2mn. Il s’ensuit que A est nécessairement de la forme A = — 72n?

donc VA = +inn et, par conséquent, w(x) = a(e™>* - e~ ) = 24i sin nmx. On conclut qu’une partie réelle de la solution est
Sw(x) =rsinnmx pourn € Netr € N,

Dans cet exemple, nous avons considéré la restriction L, d’un opérateur linéaire L, : C2 ([0,1]) — €([0,1]) a
I’espace vectoriel

W:={w € C2([0,1]) : w(0) = 0 = w(1)}.

Compte tenu des applications, notamment aux équations aux dérivées partielles, on situe souvent L; dans L»(0, 1) en précisant le
sens dans ce cas de la dérivation et des conditions au bord, en obtenant ainsi le probléme de la description du noyau de L, : dom
ZA d L2 [0, 1].

La recherche des w € Wet 1 € R tels que Lj,, = 0 équivaut a la recherche des valeurs propres A et des vecteurs
propres correspondants de 1’opérateur A, défini par Aw := w” (le laplacien uni-dimensionnel), restreint W. Autrement dit, on
cherche a déterminer les A et w tels que

Aw = Aw.
Exemple 3.
Pour le méme probléme (13), mais avec les conditions au bord, par exemple,
w'(0) = 0w'(1), (15)
la solution générale w(x) = aeVx + peV?* de (13) doit remplir les conditions (15), ¢’est-a-dire 0 = w’(0) = VA(a— b) et

0=w(@)= \/Z(ae‘/Z - béﬁ). Or, A = 0 donne la solution constante égale a0 et si A # 0, alors a = b et eVt = gV2 donc,
comme dans I’exemple 2,

A = tinnx. Ceci donne w(x) = a(e™* + e~""*) = 2acos nmx, donc c’est une solution réelle pour tout a € R tout n € Nj.
Proposition 6. [9][14][17]
L ‘opérateur (10) vérifie la formule de Green suivante

fol [uL(v)— vL(w)]dx = p[uv'— vu'] (16)

pour tous u,v € C%([0,1])
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Démonstration

On cherche les solutions de (11) de la forme

w(x) =[] G(x,y) f()dy.

Une fonction G: [0,1] X [0,1] = R s’appelle une solution fondamentale ou une fonction de Green de L si G est continue, G, et
G, sont continues dans {(x,y) € [0,1] X [0,1]: x < y} et dans {(x,y) € [0,1] X [0,1]:y < x}et B,G = (.,y) =0 =
Bl G ( i Y) >

(Green) LG(.,¥)(x) =0pourx # y,

1
G, (., y) — G, (y_,y) = =20 et pour tout y € [0, 1].

Théoréme 8. [21][23]

Si f est continue par morceaux et G est une fonction de Green pour (11), alors u est une solution de (11) si et
seulement si

u@) [, G y) f)dy. 17)
Démonstration.

. , , d . e
Puisque % est bornée, G est bornée, donc on peut passer avec -, sous le signe d’intégrale dans (17), obtenant

W) = [, G(xy) f()dy.

Compte tenu de la discontinuité de G, en x =y, on tire

@) =y G y) fFOy + [ G0 y)f()dy]
= J) GO dy+ f @) [6(r,x2) = Gy(x,)]

=Jy GexCey) F 0D dy + £ () [G (i %) — G, 2)]

o @
=Jy G Gy =5,

donc
Lw)(x) = [pw’ + p'u’ — qu](x)
= [ [PGex + PiGr — qG1(,Y)f () dy — f(x)
= J LG fOdy — f(x) = —f (x),
car LG (.,y) = 0 presque partout.

Réciproquement, si u est une solution de (11) avec des conditions au bord, alors en appliquant la formule de
Green (16) a u et G, on obtient

—fol G,y)f(y)dy = fo1 G(x, y)Lw)(y)dy
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= fol uL(G(x,.)(y)dy + p[w'G — G'ul} + p[w'G — G'ul}

:(G'(x, x_)— G’(x,x_))p(x)u(x) = —u(x).

Si uo est une solution de L(uo) = 0 vérifiant Bouo = 0, alors une solution générale est de la forme couo, et u; est une solution de
L(uy) = 0 vérifiant Biu; = 0, alors une solution générale est de la forme ciu;.

Si le Wronskian

Up(x) u(x)

Wi(x) = 7 7
2 Uoy  Ui(m)

= up (g (%) - ug (x) u' (%)

n’est pas nul, les deux familles de solutions sont indépendantes. Alors en x €]0, 1[, les courbes de ces deux familles ne peuvent
pas avoir un point de contact, ¢’est-a-dire x tel que

ColUp(x) — cqu(x) = 0 et coug(x) —cyuy(x) = 0, car ceci signifierait que ¢y, = ¢; = 0.
Lemme 2. [24]
Si W est le Wronskien pour L de (11), alors il existe a € R tel que p(x)W (x) = a.

Démonstration

OnaW = uyu; —ugu, eton calcule

w' =uguy + uuy — ugug — uug
=uguy — uouy
donc
Wy =pW+pw
= p'uguy — p'uglty + p(uewy’ — uyug)
= uoL(u1) — u1L(uo) = 0,
car L est auto-adjoint et uo, u; satisfont aux conditions au bord. Donc
p(x)w(x) est constante.

Autrement dit, il y une constante ¢ € R telle que

¢ (uo(x)uy (x) —w(u'o(x)) =

L
p(x)

Par conséquent, en choisissant

cug(u(y), six <y,
cu (Due(y), siy < x,

6y ={
nous obtenons une coincidence pour x =y, et

G (WX = y4 = G (0, |rmy_ = c(ueMUL ) — ue(MNu ()
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1
= CW(y): - E

Si le probléme (11) admet une fonction G telle que

1
ux) = [ Geo,fOdy
en est une solution, alors en posant f = —Au, nous transformons le probléme des valeurs et des fonctions propres
L(u) = Au

au probléme

1
uG) = =2 GCoyuedy.

Par conséquent, A # 0 est une valeur propre de L si et seulement

. 1 P cr
si —~estune valeur propre de I’opérateur intégral

1
(mM@=fG@JW@MV

Théoréme 9. [18][22][23]

Si L est de type (11) admet une fonction de Green, alors ses valeurs propres sont simples formant une suite
(A,,), décroissante vers —oo et il existe une base orthonormale (v,,),, composée des fonctions propres correspondantes.

Démonstration.

D’aprés le théoréme (7), si (%) admet un point d’accumulation A, alors nécessairement A = 0. D’autre part, A,, sont
nn

simples et sup,<e A, < . En plus, leurs valeurs propres forment une base hilbertienne, donc (4,), doit étre infinie et
limA, = —o0

n—oo

La théorie de Sturm-Liouville est appliquée aux équations aux dérivées partielles.
Exemple 3. [17][22]
L’équation de I’onde
Upe = Uy
u(0,t) =u(1,t) =0, (18)
u(x,0) = f(x); uc(x,0) = g(x),

modélise une corde vibrante dans un plan, fixée a ses extrémités, telle que sa position au moment ¢t = 0 est donnée par une
fonction f et sa vitesse initiale (dans le méme plan) par une fonction g.

On suppose que u : [0, 1] X]0, oo[ soit continue et 2 fois dérivable dans ]0, 1[X]0, o[, les dérivées partielles de
v par rapport a x et t sont notée par v, et v, respectivement. Souvent on généralise les conditions initiales comme les limites

limi—o [|u(e,t) = £, et
ltirrgll (e, t) — gll, . Ainsi (18) peut étre interprétée comme un probléme d’évolution dans L,[0,1].

En supposant qu’une solution est de la forme u(x, t) = w(x). h(t) (séparation de variables), on obtient
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w(X). hee(t) = Wiy (X)R(E)
pour tout x €]0, 1] et i > 0, il existe XE R tel que

hee(t) — Wiex (%) —
h(t) w(x)

pour x et t pour lesquels u(x, t) # 0, c’est-a-dire le systéme d’équations

heye = Ah =0,
{Wxx - Aw =0. (19)
La seconde équation est celle de I’exemple 2. En conséquence, il existe
n € Neta € Rtels que 4, = —m?n? et w,(x) = a sin mnx. Pour tout n, on résout la premiére équation de (19)

hee + T?n?h = 0.
La solution générale (réelle) est h,(t) = a,, cosmnt + b, sin Tnt, ou a,, b, € R. Ainsi la solution générale de (18) est
u(x, t) = Y-, sinmnx (a, cosmnt + b, sin nt).

On sait que, {sinnnt : n € N;} U {cosnnt : n € N} constitue une base de Hilbert dans L, (0, 1). Donc d’aprées les conditions
initiales,

f(x) =u(x, 0) =Y, a,sin Tnx,

g(x) = u(x,0) = Yo_; b, Tn sinnx, (20)
c'est-a-dire,
a, =2 fol f(x) sinnnx dx, b, = %fol g(x) sin Ttnx dx,
Selon la méthode de Fourier. Si f, g € L,(0,1), alors les conditions initiales (20) sont interprétées au sens de la convergence
dans L,(0,1).
Exemple 4. [11]

L’équation de la chaleur :
Ut = Uyx
u(0,t) =u(1,t) =0, (21)
u(x,0) = f(x),

décrit a 1I’évolution de la température dans un fil conducteur normal, dont les bouts sont maintenus dans la température constante
0 et dont la température initiale est donnée par f. En supposant qu’une solution est de la forme u(x,t) = w(x). h(t), on obtient

w(x). he(t) = Wi ()R (D),
donc il existe A € R tel que

he(®) _ Wax(x) _
()  w(x)

pour x et t pour lesquels u(x, ¢) # 0, ce qui devient

{ht—/lh=0,

Wy — AW = 0. (22)
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Comme avant, il existe n € N et a € R tels que
A, = —m?n? et w,(x) = asinmnx. Pour tout n € N, on résout la premiére équation de (22) en obtenant h,(t) = ae ™t
Ainsi la solution générale de 1’équation de la chaleur (21) est

u(x, t) = Y%, a,sinmtnx.e Tt (23)
n=1
et d’apres les conditions initiales,
fx) =u(x,0) = ¥y, a,sintnx,

ou

a, =2 folf(x) sin tnx dx.
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