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Résumé – Les équations intégrales et les équations différentielles admettant les fonctions de Green, utilisent aussi la 
théorie spectrale pour leurs résolutions par le truchement d’un opérateur compact auto-adjoint et cela en décomposant les 
espaces fonctionnels en vecteurs propres et vecteurs propres. 

Mots-Clés – Théorie Spectrale, Opérateur Compact Auto-Adjoint, Equations Intégrales, Equations Différentielles, Forme 
Bilinéaire, Forme Coersive.  

Abstrat – The integral équations and the differential équations admittintg the Green functions, also use the spectral 
theory for their resolutions by using a self-adjoint compact operateur and by decomposing the functional spaces into 
eigenvectors and eigenvalues. 
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INTRODUCTION 

La théorie spectrale fut initiée par Riesz et Fredholrn dans leurs études des solutions des équations intégrales, 
qu’on représente comme une équation  𝐹𝑥 = 𝑦, où 𝐹 est un opérateur compact auto-adjoint. L’approche consiste A décomposer 
l’espace en sous-espaces consistant des vecteurs propres de 𝐹 correspondant aux mêmes valeurs propres de 𝐹. Cette méthode 
s’applique aux équations intégrales, donc également aux équations différentielles admettant les fonctions de Green. 

1. Inégalité variationnelle [𝟏][𝟖][𝟏𝟏] 

Dans cette section nous allons établir un résultat concernant les formes bilinéaires. 

 Soit 𝑋 un espace normé. Une application 𝑏 : 𝑋 → ℝ est dite forme bilinéaire si elle est linéaire séparément pour 
les deux variables. Une forme bilinéaire b est dite continue s’il existe une constante 𝐶 telle que  
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│𝑏(𝑥, 𝑦) │ ≤  𝐶║𝑥║║𝑦║ 

pour tous 𝑥, 𝑦 𝜖 𝑋; coécrive s’il existe c > 0 tel que 

                                                  |𝑏(𝑥, 𝑥)| ≥ 𝑐‖𝑥‖ଶ                                             (1) 

pour tout 𝑥 𝜖 𝑋. En particulier, si 𝑋 est un espace de Hilbert, alors 

𝑏(𝑥, 𝑦) : = ⟨𝑥, 𝑦⟩ est une forme bilinéaire continue et coécrive. 

Théorème 1 (Stampacchia).  

                 Si A est un convexe fermé non-vide d’un espace de Hilbert X, et b est une forme bilinéaire, continue, coécrive, alors 
pour tout  

f ϵ X’ il existe un unique a଴ ϵ A tel que 

    𝑏(𝑎଴, 𝑎 −  𝑎଴)  ≥  〈𝑓, 𝑎 − 𝑎଴〉                                   (2)  

pour tout 𝑎 𝜖 𝐴. 

 

Démonstration 

D’après le théorème de représentation de Riesz, on peut supposer que 𝑓𝜖𝑋, et que, pour tout a, il existe une forme 
linéaire continue 𝐹𝑎 telle que 𝑏(𝑎, 𝑦)  =  ⟨𝐹𝑎, 𝑏⟩ pour tout 𝑦 ∈ 𝑋. Bien sûr, 𝐹 est linéaire et comme |𝑏(𝑎, 𝑏)| ≤ 𝐶‖𝑎‖‖𝑦‖ et 
grâce à (1), l’opérateur 𝐹 est continu et  

〈𝐹𝑎, 𝑎〉 ≥ c‖𝑎‖ଶ 

Donc le problème est celui de trouver un 𝑎଴ ∈ 𝐴 unique tel que 

〈F𝑎଴, 𝑎 −  𝑎଴〉 ≥ 〈f, 𝑎 −  𝑎଴〉 pour tout 𝑎 𝜖 𝐴, 

ou de façon équivalente, pour tout 𝑎 𝜖 𝐴 et pour 𝑟 > 0,  

〈(𝑟 𝑓 —  𝑟𝐹𝑎଴  + 𝑎଴)— 𝑎଴, 𝑎 — 𝑎଴〉 ≤ 0. 

Autrement dit 𝑎଴  =  𝑃஺ (𝑟 𝑓 —  𝑟𝐹𝑎଴  + 𝑎଴) la projection de sur A. Soit  

𝑆௥  (𝑎)  =  𝑃஺ (𝑟 𝑓 —  𝑟 𝐹 𝑎଴  +  𝑎). 

Or 

║𝑆௥(𝑎ଵ) — 𝑆௥(𝑎ଶ) ║ ≤ ‖ (𝑎ଵ — 𝑎ଶ) —  𝑟𝐹𝑎ଵ — 𝐹𝑎ଶ)‖ଶ
 

donc 

‖ 𝑆௥(𝑎ଵ) − 𝑆௥(𝑎ଶ)  ‖ଶ 

≤‖𝑎ଵ — 𝑎ଶ‖ଶ— 2r  〈(𝐹௔భ
 — 𝐹௔మ

), (𝑎ଵ — 𝑎ଶ)〉 + r2‖𝐹(𝑎ଵ — 𝑎ଶ)‖ଶ 

≤‖𝑎ଵ — 𝑎ଶ‖ଶ (1— 2𝑟𝑐 +  𝑟ଶ‖𝐹‖ଶ). 

Si r = 0, alors (1 —  2𝑟𝑐 + 𝑟ଶ‖𝐹‖ଶ) =  1 et 𝑚𝑖𝑛 { 1 —  2𝑟𝑐 + 𝑟ଶ‖𝐹‖ଶ ∶  𝑟 ∈ ℝ} est atteint r = 
ଶ௖

║ி║
మ et est inférieur à 1. Par 

conséquent, il existe un 𝑟 et 𝑡 <  1       tel que 

║𝑆௥(𝑎ଵ) — 𝑆௥(𝑎ଶ)║ ≤  √𝑡║𝑎ଵ — 𝑎ଶ║, 
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et d’après le théorème de point fixe de Banach, il existe un unique a0 ∈ A tel que 𝑆௥𝑎଴ = 𝑎଴. 

Exemple 1 

 Si 𝑏(𝑥, 𝑦) ∶=  〈𝑥, 𝑦〉 et 𝑓 ∈ 𝑋, alors (2) devient  

〈𝑎 — 𝑎଴, 𝑓 — 𝑎଴ 〉  ≤  0, 

c’est-à-dire la condition  caractérisant l’élément 𝑥஺ = 𝑎଴ du convexe fermé 𝐴 qui soit le plus proche d’un élément donné 𝑓 de 𝑋. 

Si 𝐴 est un sous-espace vectoriel fermé de 𝑋, alors  

Théorème 2 (Lax-Milgram).  

Soit b une forme bilinéaire continue une sur un espace de Hilbert X et A un sous-espace vectoriel fermé de 𝑋 

Alors pour tout f ∈ X’ il existe un unique a0 tel que 0900457514 

𝑏(𝑎଴, ℎ) = (𝑓, ℎ) 

pour tout h ∈ A. 

2. Opérateurs compacts [𝟐][𝟏𝟒][𝟏𝟗][𝟐𝟎] 

Soit 𝑋, 𝑌 deux espaces normés. Un opérateur linéaire 𝐹 ∶  𝑋 →  𝑌 

est dit compact s’il est continu et si 𝐹𝐵 est relativement compact pour tout borné 𝐵. Il est dit de rang fini si 𝑑𝑖𝑚(𝐹𝑋)  <  ∞. Il 
découle que tout opérateur continu de rang fini est compact. 

Le sous-espace 𝐾(𝑋, 𝑌) des opérateurs compacts dans l’espace des opérateurs linéaires continus 𝐿஼(𝑋, 𝑌) est fermé. 

Théorème 3 (Schauder) [𝟖][𝟏𝟓] 

Si 𝑋, 𝑌 sont deux espaces de Banach et si 𝐹 ∶  𝑋 →  𝑌 est un opérateur linéaire et continu, alors F est compact si et 
seulement si F∗ est compact. 

Démonstration.  

Soit 𝐵 ∶= {𝑥 ∈  𝑋 ∶ ║𝑥║ ≤  1}. Si 𝐹 ∶  𝑋 →  𝑌 est compact, alors cl 𝐹(𝐵) est une partie compacte de 𝑌. Soit (𝑓௡)௡ 

une suite dans 𝑌’ telle que  ║𝑓௡║ ≤ 1 pour tout n. Nous allons montrer que (𝐹∗𝑓௡)௡ admet une suite extraite convergente, ce qui 

entraîne la compacité de 𝐹∗. La suite 

                                        ൛𝑓௡⎹௖௟ி(஻): 𝑛 < ∞  ൟ                                          (3) 

est équicontinue sur un compact, et comme 𝑓௡(0)  =  0 pour tout 𝑛,[3]est bornée. D’après le théorème d’Ascoli-Arzelà, il existe 

𝑓 ∈ 𝐶(𝑐𝑙 𝐹𝐵) et une suite strictement croissante (𝑛௞)௞ telle que ൫𝑓௡⎹௖௟ி(஻)൯
௞
 converge vers 𝑓 uniformément. En particulier, 

𝑠𝑢𝑝௫∈஻  │𝑓௡ೖ
 (𝐹𝑥)  −  𝑓(𝐹𝑥)│ 

tend vers 0, quand 𝑘 tend vers ∞, donc 

 𝑠𝑢𝑝௫∈஻│〈(𝐹∗𝑓௡ೖ
−  𝐹∗𝑓௡೗

), x〉 │ =  ║𝐹∗𝑓௡ೖ
 — 𝐹∗ 𝑓௡೗

║ 

        

tends vers 0 quand 𝑘, 𝑙 tendent vers ∞, alors ൫𝐹∗𝑓௡ೖ
൯

௞
 est de Cauchy, donc convergente grâce à la complétude de 𝑋’. 

Si 𝐹∗ est compact, alors par la première partie de la preuve, 𝐹∗∗ est compact. D’autre part, 𝐹∗∗ coïncide avec 𝐹 sur 
𝑋.  
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Théorème 4.  

Soit X un espace de Banach. Si F : X →  X est compact, alors dim (fix F)  < ∞  et (𝑖௑ —  𝐹) X est fermé 

 

Démonstration.  

Puisque 𝐹 est compact et fix 𝐹 ⊂  𝐹(𝑋), en posant 

𝐵 ∶ =  {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ ║𝑋║ ≤ 1}, on observe que 

𝐵 ∩  𝑓𝑖𝑥 𝐹 = 𝐹(𝐵 ∩  𝑓𝑖𝑥 𝐹) ⊂ 𝐹(𝐵) 

est relativement compact. Ainsi 𝑓𝑖𝑥 𝐹 est un espace vectoriel localement compact, donc la dimension de 𝑓𝑖𝑥 𝐹 finie. 

Pour montrer la seconde affirmation, considérons une suite (𝑦௡)௡d’éléments de (𝑖௑  − 𝐹)𝑋 telle que 𝑦 = lim௡→ஶ 
𝑦௡. Alors pour tout 𝑛, il existe 𝑥௡  ∈  𝑋 tel que 𝑦௡ =𝑥௡ - 𝐹𝑥௡. Comme 𝑓𝑖𝑥𝐹 est de dimension finie, pour tout n il existe 𝑣௡ ∈

 𝑓𝑖𝑥 𝐹 tel que  

║𝑥௡ - 𝑣௡║ = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥௡, 𝑓𝑖𝑥𝐹). 

Puisque 𝑣௡  =  𝐹𝑣௡, 

𝑦௡   = 𝑥௡ – 𝐹𝑥௡ – 𝑣௡+ 𝐹𝑣௡  

    = (𝑥௡ −  𝑣௡) –  𝐹(𝑥௡– 𝑣௡) = ℎ௡– 𝐹ℎ௡,  

où ℎ ∶ = 𝑥௡– 𝑣௡. Il s’ensuit que ║ℎ௡║ = 𝑑𝑖𝑠𝑡 (ℎ௡, 𝑓𝑖𝑥 𝐹). 

Montrons que la suite (ℎ௡)௡ est bornée. Sinon, il existerait une suite ൫ℎ௡ೖ
൯

௞
 telle que lim

௞→ஶ
ฮℎ௡ೖ

ฮ  = ∞. Comme 

(𝑦௡)௡ est bornée, en posant 𝑤௡‖ℎ௡‖ ≔ ℎ௡, on conclut que 

   0 = lim
௞→ஶ

௬೙ೖ

‖௛೙ೖ‖
  = lim

௞→ஶ
  (𝑤௡௞— F𝑤௡ೖ

).                           (4) 

Puisque 𝐹 est compact, il existe une suite strictement croissante ൫𝑘௣൯
௣
 telle que ቀ𝐹𝑤௡ೖ೛

ቁ
௣
 est convergente, donc 

selon (4) , il existe w tel que 

𝑤 =  lim
௣→ஶ

𝑤௡ೖ೛
 = lim

௣→ஶ
𝐹𝑤௡೛

   

Comme 𝐹 est continu, 𝑤 =  𝐹𝑤 c’est-à-dire 𝑤 ∈ 𝑓𝑖𝑥𝐹 et, d’autre part, 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑤, 𝑓𝑖𝑥𝐹)  =  1, car la fonction 
distance est continue. 

Ayant prouvé que (ℎ௡)௡  est bornée, on utilise la compacité de 𝐹 pour déduire l’existence d’une suite strictement 

croissante (𝑛௞)௞ telle que ൫𝐹ℎ௡ೖ
൯

௞
 est convergente, et, puisque 𝑦௡ = ℎ௡ − 𝐹ℎ௡, la suite ൫ℎ௡ೖ

൯
௞
 est également convergente et  

ℎ ≔ lim
௞→ஶ

ℎ௡ೖ
= 𝑦 − lim

௞→ஶ
𝐹ℎ௡ೖ

= 𝑦 − 𝐹ℎ, 

c’est-à-dire 𝑦 = ℎ − 𝐹ℎ ∈ (𝑖௫ − 𝐹)𝑋. 

Lemme 1 (Riesz). [𝟒][𝟏𝟕][𝟐𝟒] 

 Si 𝐿 est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace normé 𝑋, alors pour tout 𝜀 >  0 il existe ℎ ∈  𝑋 tel que ║ℎ║ =  1 et 

dist (ℎ, 𝐿)  > 1 –  𝜀. 
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Démonstration. 

 Soit 𝑥 ∉  𝐿. Comme L est fermé, dist (𝑥, 𝐿)  >  0. Ii existe donc w ∈ L tel que 

dist (𝑥, 𝐿)   ≤ ║𝑥 –  𝑤║ <  
ଵ

ଵି ఌ
 dist (𝑥 , 𝐿), 

 

1 –  𝜀 < dist (
௫

║௫ି௪║
, 𝐿) 

= dist  (
௫

║௫ି௪║
−  

௫

║௫ି௪║
, 𝐿 −  

௫

║௫ି௪║
) 

= dist (
௫ି௪

║௫ି௪║
, 𝐿) 

Ainsi  

ℎ ∶ =  
𝑥 − 𝑤

║𝑥 − 𝑤║
, 

vérifie les conditions du lemme. 

Théorème 5 (Alternative de Fredholm). [𝟖][𝟏𝟑][𝟐𝟏] 

 Soit 𝑋 un espace de Banach.  

Si 𝐹 ∶  𝑋 →  𝑋 est compact, alors 

(a) 𝑖௑ —  𝐹 est injectif si et seulement s’il est surjectif, 

(b) 𝑑𝑖𝑚 (𝑓𝑖𝑥 𝐹)  =  𝑑𝑖𝑚 (𝑓𝑖𝑥 𝐹∗). 

Démonstration. 

 Montrons que si 𝐴 ∶ =  𝑖௑ – F est injectif, alors A est surjectif. Supposons qu’au contraire 𝑋 ∖  𝐴𝑋 ≠  ∅ et posons 
𝑋଴: = 𝑋 et 𝑋௡ାଵ: = 𝐴𝑋௡   (c’est-à-dire 𝑋௡ =  𝐴௡𝑋). La suite (𝑋௡)௡ est strictement décroissante. En effet, si 𝑛 était le plus petit 
élément de ℕ tel que 𝑋௡ାଵ = 𝐴𝑋௡ = 𝑋௡ , alors il existerait  𝑥଴ ∈ 𝑋௡ାଵ\ 𝑋௡ , donc 𝐴𝑥଴ ∈ 𝑋௡ = 𝑋௡ାଵ. Par conséquent, il existerait 
𝑥ଵ ∈ 𝑋௡ avec 𝐴𝑥ଵ = 𝐴𝑥଴, donc 𝑥ଵ ≠ 𝑥଴. 

D’autre part, 𝑋௡ est fermé pour tout 𝑛. En effet, observons d’abord que 𝐹𝑋௡ ⊂ 𝑋௡ pour tout 𝑛 ∈ 𝑁. Ceci est vrai 
pour 𝑛 = 0, et si 𝑛 > 0 et la propriété est vraie pour tout 𝑘 < 𝑛, alors, pour tout 𝑦 ∈ 𝑋௡, il existe 

x ∈ 𝑋௡ିଵ tel que y = x—𝐹𝑥 donc 𝐹𝑦 = 𝐹𝑥 - 𝐹ଶ𝑥 =  𝐴(𝐹𝑥) et, comme 𝐹𝑥 ∈ 𝑋௡ିଵ par hypothèse de récurrence , 𝐹𝑦 ∈ 𝑋௡. Puisque 
la restriction 𝐹⎹௑೙

𝑋 est compacte ,𝑋௡ = 𝐴𝑋௡ିଵ = (𝑖ଡ଼— F)𝑋௡ିଵ est fermé selon le théorème (3). 

Grâce au lemme 1 de Riesz, pour tout ε > 0 il existe une suite (𝑥௡) telle que 𝑥௡ ∈ 𝑋௡ ,║𝑥௡║ =  1 et dist (𝑥௡ , 

𝑋௡ାଵ)≥ 1 - 𝜀. Donc pour n > k 

𝐹𝑥௡–  𝐹𝑥௞ = 𝐹𝑥௡ –  𝑥௡ – (𝐹𝑥௞ −𝑥௞  ) + 𝑥௡– 𝑥௞ 

= (𝐴𝑥௞— 𝐴𝑥௡ +  𝑥௡) — 𝑥௞, 

et (𝐴𝑥௞ — 𝐴𝑥௡ + 𝑥௡) ∈ Xk+1 et par conséquent ║𝐹𝑥௡  −   𝐹𝑥௞║ ≥  1 —  𝜀, ce qui n’est pas passible, car 𝐹 est compact. 

Comme 𝐴 = 𝑖௑ − 𝐹, alors A* = 𝑖௑ − 𝐹∗. Si A est surjectif, alors 𝐴∗ est injectif, donc surjectif, et par conséquent, 
𝐴∗𝑋ᇱ = 𝑋ᇱ 

et encore, (𝐴∗𝑋ᇱ)┴ = 𝑘𝑒𝑟𝐴, l’opérateur A est injectif. 
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Montrons d’abord que  

𝑑∗:= 𝑑𝑖𝑚 𝑘𝑒𝑟(𝑖௑ − 𝐹∗) ≤ 𝑑𝑖𝑚 𝑘𝑒𝑟( 𝑖௑ − 𝐹) =: 𝑑. 

Si 𝑑 < 𝑑∗, alors il existe un espace supplémentaire L de ( 𝑖௑ —  𝐹)𝑋  

avec 𝑑𝑖𝑚 𝐿 = 𝑑∗ et un opérateur linéaire injectif non-surjectif   

∧∶  𝑘𝑒𝑟 ( 𝑖௑ —  𝐹) → 𝐿, 

Comme dim 𝑘𝑒𝑟 (𝑖௑ − 𝐹) < ∞, alors, il existe une projection linéaire continue 𝑃: 𝑋 → 𝑓𝑖𝑥 𝐹.  

Observons que 

𝑆 = 𝐹 + ⋀ ∘ 𝑃 

est compact ( car ⋀ ∘ 𝑃 est de rang fini). Il s’ensuit que 𝑖௑ − 𝑆 est injectif. 

 Effectivement si 0 = 𝑥 − 𝑆𝑥 = 𝑥 − 𝐹𝑥 − ⋀(𝑃𝑥), c’est-à-dire 

𝑥 − 𝐹𝑥 = ⋀(𝑃𝑥), 

alors 𝑥 − 𝐹𝑥 = 0 = ⋀(𝑃𝑥), car dans ⋀(𝑃𝑥) est supplémentaire de (𝑖௑ − 𝐹)𝑋. Ainsi 𝑥 ∈ 𝑓𝑖𝑥 𝐹 et ainsi 𝑃𝑥 = 0, car ⋀ est injectif. 
Or 𝑃 est une projection sur 𝑓𝑖𝑥 𝐹, donc 𝑃௫ = 𝑥 = 0. Par conséquent, 𝑖௑ − 𝑆 est surjectif, ce qui donne une contradiction, car dans 
𝐿 ∖ (𝑖௑ − 𝐹 − ⋀ ∘ 𝑃 )𝑋 ≠ ∅. On conclut que 𝑑∗ ≤ 𝑑.  

En appliquant ce résultat à 𝐹∗, on déduit que 

dim(𝑓𝑖𝑥 𝐹∗∗) ≤ dim(𝑓𝑖𝑥 𝐹∗) ≤ dim(𝑓𝑖𝑥 𝐹), 

et puisque 𝑓𝑖𝑥 𝐹 ⊂ 𝑓𝑖𝑥𝐹∗∗, on conclut que 𝑑 ≤ 𝑑∗. 

3. Opérateurs de Hilbert-Schmidt [𝟏][𝟏𝟒][𝟏𝟓][𝟐𝟑] 

Soit 𝑉 et 𝑊 deux espaces de Hibert. Un opérateur 𝐹: 𝑉 → 𝑊 est dit de Hilbert- Schmidt s’il existe une base 

൛𝑒௝: 𝑗 ∈ 𝐽ൟ orthonormale de 𝑉 telle que  

‖𝐹‖ுௌ
ଶ = ෍ฮ𝐹𝑒௝ฮ

ଶ

௝∈௃

< ∞, 

où la somme est définie. On appelle ‖𝐹‖ுௌ la norme de Hilbert-Schmidt de 𝐹.  Une application de l’inégalité (Schwarz) de 
Schwarz montre que ‖𝐹‖ ≤ ‖𝐹‖ுௌ. 

Proposition 1. 

La norme de Hilbert-Schmidt d’un opérateur ne dépend pas du choix de base. 

Démonstration.  

Soit {𝑓௜: 𝑖 ∈ 𝐼} une autre base orthonormale de 𝑊. D’après l’identité de parseval  

‖𝐹‖ுௌ
ଶ =  ෍ฮ𝐹𝑒௝ฮ

ଶ
= ෍ ෍ห〈𝐹𝑒௝, 𝑓௜〉ห

ଶ

௝∈௃௝∈௃௝∈௃

 

= ෍ ෍ห〈𝑒௝, 𝐹∗𝑓௜〉ห
ଶ

= ෍‖𝐹∗𝑓௜‖
ଶ = ‖𝐹∗‖ுௌ

ଶ .

௜∈ூ௝∈௃௝∈௃

 

Si ൛𝑒௝: 𝑗 ∈ 𝐽ൟ est remplacée par une autre base orthonormale de 𝑉, l’égalité au-dessus ne change pas. 
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Soit 𝑋, 𝑌 deux intervalles fermés bornées de ℝ. Si 𝑊 est une partie fermée d’un espace euclidien, alors 𝐿ଶ(𝑊) 
désigne l’ensemble des classes d’équivalence (égalité presque partout) des fonctions carré-intégrables muni du produit scalaire 

〈𝑔, ℎ〉 ≔ න 𝑔(𝑤)ℎ(𝑤)𝑑𝑤
ௐ

 

L’espace de Hilbert 𝐿ଶ(𝑤) est séparable, en particulier, ses bases de 

Hilbert sont dénombrables. 

Proposition 2. [𝟏𝟖][𝟐𝟏][𝟐𝟓] 

Si 𝑘 ∈ 𝐿ଶ(𝑋 ×  𝑌) alors  

                                    (𝐾𝑢) (𝑥)  = ∫ 𝑘(𝑥, 𝑦) 𝑢(𝑦 ) 𝑑𝑦
௒

                                    (5) 

définit un opérateur de Hilbert-Schmidt de 𝐿ଶ(𝑌) dans 𝐿ଶ(𝑋). Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est de la forme (5) 

 

Démonstration. 

 Si 𝑓 ∈ 𝐿ଶ(𝑋) et 𝑔 ∈ 𝐿ଶ(𝑌), alors f ⊗  g ∈ 𝐿ଶ(𝑋 × 𝑌),   

où  

(𝑓 ⊗ 𝑔)(𝑥, 𝑦)≔ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑦) 

Or, si {𝑓௜: 𝑖 ∈ 𝐼}, ൛𝑔௝: 𝑗 ∈ 𝐽 ൟ sont des bases orthonormales de 𝐿ଶ(𝑥) et 𝐿ଶ(𝑦) respectivement, alors 

{𝑓௜ ⊗ 𝑔௝ ∶ 𝑖 ∈  𝐼, 𝑗 ∈  𝐽} 

est une base orthonormale de 𝐿ଶ(𝑋 × 𝑌). Donc  𝑘 =  ∑ ∑ 𝛼௜௝
 𝑓௜௝௝ ⊗ 𝑔௝ , où 

𝛼௜௝
 = ∫ 𝑘

௑ ୶  ௒
. (𝑓௜ ⊗ 𝑔௝)𝑑𝑥𝑑𝑦. Maintenant, d’après l’identité de Parseval            ∑ ฮ𝐾𝑔௝ฮ

ଶ
௝ = ∑ ∑ ∈௜௝ ห〈𝐾𝑔௝ , 𝑓௜〉ห

ଶ
                   

(6) 

et  

〈𝐾𝑔௝ , 𝑓௜〉  =  න ቆන𝑘(𝑥, 𝑦)
௬

𝑔௝(𝑦)𝑑𝑦) ቇ 𝑓௜(𝑥)𝑑𝑥

௑

 

       = ∫ ∫ ∫ 𝑘(𝑥, 𝑦)𝑓௜(𝑥)𝑔௝(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =  ∫ 𝑘. (𝑓௜௑×௒௑௒
⊗ 𝑔௝)𝑑𝑥𝑑𝑦, 

donc 

 ∑ ฮ𝐾𝑔௝ฮ
ଶ

= ∑ ∑ ∫ ห𝑘. (𝑓௜ ⊗ 𝑔௝ห
ଶ

௑×௒௜௝௝ 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ ∫ |𝑘(𝑥, 𝑦)|ଶ𝑑𝑥𝑑𝑦 < ∞
௑௒

 

Réciproquement, si 𝐾: 𝐿ଶ(𝑌) → 𝐿ଶ(𝑋) et (6) est fini, alors 

k = ∑ ∑ 〈𝐾𝑔௝ , 𝑓𝑖〉௜ 𝑓𝑖௝ ⊗ 𝑔𝑗 

est un élément de L2 (𝑋 × 𝑌) pour lequel (5). 

Corollaire 1.  

Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact, comme une limite d’opérateurs de rang fini. 
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4. Résolvante, spectre, valeurs propres [𝟒][𝟏𝟔][𝟐𝟓] 

Soit 𝐹 un opérateur linéaire continu sur un espace de Banach réel 𝑋. On définit la résolvante 𝜌(𝐹) de 𝐹 

𝜌(𝐹) ≔ {λ: 𝐹 − 𝜆௜೉
 est bijectif} 

et le spectre 𝜎(𝐹) de 𝐹 comme le complémentaire de la résolvante. 

Un nombre réel est dit une valeur propre de 𝐹 si 𝐹 − 𝜆௜೉
  n’est pas injectif. Autrement dit, 𝜆 ∈ ℝ est une valeur 

propre de 𝐹 si le sous-espace vectoriel {x ∈ X : Fx = λx} des vecteurs propres de F ne se réduit pas à {0}. 

Rappelons que tout opérateur linéaire continu bijectif d’un espace de Banach dans l’autre est un 
homéomorphisme. 

Si 𝐹est compact et λ ≠ 0 est une valeur propre de 𝐹, 𝐹 − 𝜆௜೉
 n’est pas surjectif. 

Proposition 3 

 Si 𝑋 est un espace de Banach de dimension infinie et  

𝐹 ∶  𝑋 → 𝑋 est un opérateur linéaire continu compact, alors 0 ∈ 𝜎(F). 

Démonstration 

 En effet, si 0 ∉ 𝜎(F) alors 𝐹ିଵ est continu, donc l’identité 𝑖௑ = 𝐹ିଵ  est compacte et, par conséquent,dim 𝑋 <

∞.  

Observons que 0 n’est pas forcément une valeur propre de 𝐹. 

Proposition 4 

Si F est linéaire et continu, alors 𝜎(F) est fermé et inclus dans [−‖𝐹‖, ‖𝐹‖]. 

Démonstration  

Montrons que si |𝜆| > ‖𝐹‖, alors λ ∈ 𝜌(F). Effectivement, pour tout 𝑦 ∈ 𝑋, l’application x → 
ଵ

஛
(Fx - y) est 

contractante, donc d’après le théorème de Banach, il existe x tel que 𝑥 =  (𝐹𝑥 −  𝑦), ce qui veut dire que 𝐹𝑥 —  𝜆𝑥 = 𝑦 admet 
une solution pour tout 𝑦 ∈ 𝑋. 

Montrons que la résolvante est ouverte. Si 𝜆଴ ∈ 𝜌(𝐹) alors tout 𝜆 tel que 

│ λ - 𝜆଴│ < 
ଵ

║ிି ఒబ௜೉║
 

appartient à 𝜌(𝐹). Montrons que pour un tel 𝜆 ≠ 𝜆଴ et pour 𝑦 ∈ 𝑋, il existe 𝑥 ∈ 𝑋 tel que 

                                     𝐹𝑥 –  𝜆𝑥 = 𝑦                                                   (7) 

Si un tel 𝑥 existe, alors Fx — 𝜆଴𝑥 = 𝑦 + (𝜆଴)𝑥. Soit 

𝑆௬(𝑥) ≔ (𝜆 − 𝜆଴)(𝐹 − 𝜆଴𝑖௑)ିଵ(
ଵ

ఒିఒబ
𝑦 + 𝑥). 

Observons que l’opérateur 𝑆௬ , est contractant si 

|𝜆 − 𝜆଴|‖(𝐹 − 𝜆଴𝑖௑)ିଵ‖ <  1, 

et alors il existe 𝑥 = 𝑆௬(𝑥), c’est-à-dire x vérifie (7).                          
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Théorème 6  

Si 𝐹 est compact, alors tout  𝜆 ∈ 𝜎(𝐹) ∖ {0} est isolé. 

Démonstration  

Supposons que (𝜆௡)௡ est une suite injective d’éléments de 𝜎(𝐹) ∖ {0} et lim
௡→ஶ

𝜆௡ existe. Nous montrerons 

que lim
௡→ஶ

𝜆௡ = 0.  

Soit 0 ≠ 𝑒௡ ∈ ker (𝐹 − 𝜆௡𝑖௑)  et  

                                                𝐸௡ = 𝑙𝑖𝑛{𝑒௞: 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛}. 

Alors l’ensemble 𝐸௡ = 𝑙𝑖𝑛{𝑒௞: 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛} est linéairement indépendant : admettons 

le résultat à l’ordre 𝑛 et supposons que 𝑒௡ିଵ  = ∑ 𝛼௞𝑒௞
௡
௞ୀଵ , alors 

𝜆௡ାଵ ∑ 𝛼௞𝑒௞
௡
௞ୀଵ = 𝜆௡ାଵ𝑒௡ାଵ =  F𝑒௡ାଵ =  ∑ 𝛼௞

௡
௞ୀଵ  𝐹𝑒௞ = ∑ 𝛼௞𝜆௞𝑒௞

௡
௞ୀଵ  

Donc ∑ 𝛼௞(𝜆௡ାଵ − 𝜆௞)𝑒௞
௡
௞ୀଵ = 0, ainsi 𝛼௞(𝜆௡ାଵ − 𝜆௞) = 0 et, par conséquent, 

𝛼௞ = 0pour tout 1 ≤ 𝑘 ≥ 𝑛, ce qui est absurde. Ainsi (𝐸௡)௡ est strictement croissante. 

D’autre part, 

(𝐹 − 𝜆௡𝑥௜)𝐸௡ ⊂ 𝐸௡ିଵ 

Effectivement,𝐹𝑒௞ − 𝜆௡𝑒௞ (𝜆௞ − 𝜆௡)𝑒௞, donc ൫𝐹 − 𝜆௡௫೔൯𝑒௞ ∈ 𝐸௞  si 𝑘 < 𝑛 et 𝐹𝑒௡ − 𝜆௡𝑒௡ = 0. Selon le lemme de Riesz, il existe 

une suite (𝑥௡)௡  telle que 𝐸௡ ∈ 𝐸௡ , ‖𝑥௡‖ et 

  Dist (𝑥௡ , 𝐸௡ିଵ) ≥ 1𝜀. 

Donc, pour 2 ≤ 𝑚 < 𝑛, 

𝐸௠ିଵ ⊂ 𝐸௠ ⊂ 𝐸௡ିଵ ⊂ 𝐸௡, 

et puisque les trois premiers termes à droite de l’égalité suivante 

ி௫೘

ఒ೘
 - 

ி௫೙

ఒ೙
 = 

ி௫೘ିఒ೘௫೘

ఒ೘
+- 

ி௫೙ି௡௫೙

ఒ೙
+ 𝑥௠ −

ி௫೙ିఒ೙௫೙

ఒ೙
  

appartiennent à𝐸௡ିଵ, nous pouvons utiliser (8)Ainsi si  

𝜆 = lim
௡→ஶ

𝜆௡ = 0 

 alors il existe n0 tel que  0 < |𝜆௡|, |𝜆௠|2|𝜆|, donc 

ฮ𝐹௫೙
− 𝐹௫೘

ฮ ≥
1

2|𝜆|
(1 − 𝜀) 

Pour  𝑛, 𝑚 > 𝑛଴, ce qui donne une contradiction, car F est compact. E 

5. Décomposition spectrale [𝟖][𝟏𝟎][𝟏𝟏][𝟏𝟓][𝟐𝟓] 

Soit 𝑋 un espace de Hilbert. Un opérateur linéaire continu 𝐹 : 𝑋 → 𝑋  est dit auto-adjoint si 𝐹∗ = 𝐹. On pose  

𝑚 = 𝑖𝑛𝑓{〈𝐹𝑥, 𝑥〉: ‖𝑥‖ ≤ 1} et 𝑀 =  𝑠𝑢𝑝{〈𝐹𝑥, 𝑥〉║𝑥║ ≤ 1}. 
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Proposition 7. 

 Si 𝐹 est un opérateur continu auto-adjoint, alors 𝜎(𝐹) ⊂ [𝑚, 𝑀] et, 𝑀 ∈ 𝜎(𝐹). 

Démonstration. 

 Si 𝜆 > 𝑀, alors puisque (𝐹𝑥, 𝑥) ≤  𝑀 (𝑥, 𝑥), 

〈𝜆𝑥 − 𝐹𝑥, 𝑥〉 = 𝜆 〈𝑥, 𝑥〉 − 〈𝐹𝑥, 𝑥〉 ≥  𝜆〈𝑥, 𝑥〉 − 𝑀(𝑥, 𝑥) = (𝜆 − 𝑀)‖𝑥‖ଶ, 

pour tout 𝑥 ∈ 𝑋. D’après le théorème (2) de Lax-Milgram appliqué à 𝑏(𝑥, ℎ) = (𝜆𝑥 —  𝐹𝑥, ℎ), l’opérateur 𝜆௜೉
− 𝐹 est bijectif, 

donc 𝜆 ∈ 𝜌(𝐹). Nous allons montrer que  𝑀 ∈ 𝜎(F), la preuve de m ∈ 𝜎(F) étant analogue. 

La forme 𝑏(𝑥, 𝑦) = 〈𝑀𝑥 —  𝐹𝑥, 𝑦〉 est bilinéaire, continue, symétrique et 

𝑏(𝑥, 𝑥)  =  〈𝑀𝑥 —  𝐹𝑥, 𝑦〉 ≥ 0. 

D’après l’inégalité  de Schwarz, 

|〈𝑀𝑥 − 𝐹𝑥, 𝑦〉| ≤ 〈𝑀𝑥 − 𝐹𝑥, 𝑧〉
ଵ

ଶൗ 〈𝑀𝑦 − 𝐹𝑦, 𝑦〉
ଵ

ଶൗ  

donc en divisant cette inégalité par ‖𝑦‖ on déduit qu’il existe c(y) 0 tel que 

    ║𝑀𝑥— 𝐹𝑥║ ≤  𝑐(𝑦)〈𝑀𝑥 − 𝐹𝑥, 𝑥〉
ଵ

ଶൗ .                                (9) 

pour tout 𝑥 ∈ 𝑋. Si (𝑥௡)௡ est une suite telle que ║𝑥௡║ = 1 et  

𝑀 = lim
௡→ஶ

〈𝐹𝑥, 𝑥〉, alors grâce à (9)  lim
௡→ஶ

‖𝑀𝑥௡ − 𝐹𝑥௡‖ = 0. 

Si 𝑀 appartenait à 𝜌(𝐹), alors ൫𝑀௜೉
− 𝐹൯

ିଵ
 serait continu, donc 

𝑥௡ = (𝑀𝑖௫ − 𝐹)ିଵ(𝑀𝑥௡ —  𝐹𝑥௡), 

et, par conséquent, lim௡→ஶ 𝑥௡ = 0, contrairement à ‖𝑥௡‖ = 1. Ceci montre que 𝑀 ∈ 𝜎(𝐹)  

Proposition 5. 

Si 𝐹 est auto-adjoint et 𝜎(𝐹) = {0}, alors 𝐹 = 0. 

Démonstration  

D’après la proposition (4), 〈𝐹𝑥, 𝑥〉 = 0  pour tout 𝑥 ∈ 𝑋, donc 

2〈𝐹𝑥, 𝑦〉 = 〈𝐹(𝑥 + 𝑦), 𝑥 + 𝑦〉 = 〈𝐹𝑥, 𝑥〉 − 〈𝐹𝑦 − 𝑦〉 = 0 pour chaque  

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 donc 𝐹 = 0. 

Théorème 7 [𝟏𝟗][𝟐𝟒][𝟐𝟓] 

 Si 𝑋 est un espace de Hilbert séparable, 𝐹 ∶ 𝑋 → 𝑋 est un opérateur compact auto-adjoint, alors 𝑋 admet une 
base de Hilbert formée de vecteurs propres de 𝐹. 

Démonstration.  

Puisque, en vertu du théorème 6, le spectre d’un opérateur compact ne peut avoir d’autres points d’accumulation 
que 0, 𝜎(𝐹) est dénombrable. 

Soit {⋋ 𝑛 ∈ 𝑁}, où 𝑁 ⊂ ℕ, l’ensemble des valeurs propres distinctes de 𝐹, tel que λ଴: = 0 si 0 est une valeur 
propre de 𝐹. Posons 
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 𝐸௡: = 𝑘𝑒𝑟(𝐹 — 𝜆௡𝑖௫  ). 

On sait déjà que 0 < 𝑑𝑖𝑚 𝐸௡ < ∞ pour tout 𝑛 ≥ 1. et 0 ≤  𝑑𝑖𝑚𝐸଴  ≤  ∞. Les sous-espaces 𝐸௡ sont orthogonaux, car si 𝑛 ≠

𝑚, 𝑥௡ ∈ 𝐸௡ et 𝑥௠ ∈ 𝐸௡ , alors 

𝜆௠〈𝑥௡ , 𝑥௠〉 =  〈𝑥௡ , 𝐹𝑥௠〉 〈𝐹𝑥௡ , 𝑥௡ 〉  = 𝜆௡(𝑥௡ , 𝑥௠),  

donc (⋋௠− ⋋௡)〈𝑥௡ , 𝑥௠〉  =  0 et alors 〈𝑥௡ , 𝑥௠〉 = 0. 

Montrons que 𝐸 ∶= 𝑙𝑖𝑛(𝑈௡∈ே𝐸௡) est dense dans 𝑋. Si 𝑦 ∈ 𝐸ୄ alors 

 𝐹𝑦 ∈ 𝐸ୄ. Effectivement si 𝑥 ∈ 𝐸 alors 𝐹𝑥 ∈ 𝐸, car 𝐸 consiste des vecteurs propres de 𝐹, donc 〈𝑥, 𝐹𝑦〉 = 〈𝐹𝑥, 𝑦〉 = 0. La 
restriction 𝐹଴ de 𝐹 à 𝐸ୄ est un opérateur compact et 𝜎(𝐹଴) = {0} parce que toute valeur propre de 𝐹଴  est aussi celle de 𝐹. Ainsi 
l’espace des vecteurs propres de 𝐹 est inclus dans 𝐸. donc orthogonale au domaine de 𝐹଴. 

Par conséquent, 𝐹଴ = 0  et alors 𝐸ୄ = {0}. 

Puisque pour tout x ∈ X et tout 𝑛 ∈ 𝑁 il existe 𝑥௡ ∈ 𝐸௡, telle que 

𝑥 = ∑ 𝑥௡௡∈ே  , 

Corollaire 2. 

 Si F est un opérateur compact auto-adjoint dans un espace de Hilbert X et {𝜆௡  :𝑛 ∈ 𝑁} est son spectre, alors 
pour tout 𝑥 ∈ 𝑋et tout ∈ 𝑁 , il existe un vecteur propre 𝑥௡ correspondant à 𝜆௡ de sorte que 

 𝐹𝑥 = ෍ 𝐹𝑥௡

௡∈ே

= ෍ 𝜆௡𝑥௡

௡∈ே

 

6. Théorie de Sturm-Liouville [𝟏][𝟑][𝟕][𝟏𝟒] 

La théorie des équations différentielles linéaires, ordinaires et partielles, est un domaine où la théorie spectrale 
joue un rôle important. Elle permet de résoudre de telles équations en décomposant des espaces fonctionnels selon les valeurs et 
vecteurs propres des opérateurs différentiels correspondants. 

C’est pourquoi nous allons esquisser dans cette section la théorie spectrale des opérateurs différentiels et ses 
applications aux problèmes dits aux limites. 

Considérons l‘opérateur 

     𝐿(𝑤)(𝑝𝑤’)’— 𝑞𝑤,                                                   (10) 

où 𝑝, 𝑝’, 𝑞 ∈ 𝐶([0, 1]) et 𝑝(𝑥) > 0 pour tout 𝑥 ∈ [0,1]. Le domaine de L consiste des éléments de 𝐿ଶ(0, 1) coïncidant presque 
partout avec un élément de 𝐶ଶ([𝑂, 1]) (l’espace vectoriel des fonctions 2-fois continûment dérivables). 

Le problème de Sturm-Liouville consiste à trouver les fonctions w telles que 

     𝐿(𝑤)(𝑥) = −𝑓(𝑥),                                                 (11) 

𝐵଴𝑤 = 0 = 𝐵ଵ𝑤, 

où L est de la forme (10), 𝑓 est continue et les conditions au bord sont données par deux opérateurs (de trace) de dimension 1, 

                                                             𝐵଴𝑤 = 𝛼଴𝑤(0) + 𝛽଴𝑤’(0),                                    (12) 

𝐵ଵ𝑤 = 𝛼ଵ𝑤(1) + 𝛽ଵ𝑤’(1), 

tels que 𝛼଴
ଶ + 𝛽଴

ଶ > 0 et 𝛼ଵ
ଶ + 𝛽ଵ

ଶ > 0. Les conditions au bord déterminent un sous-espace vectoriel auquel on restreint l’opérateur 
𝐿. 
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Exemple 2. [𝟏𝟑] 

Soit 𝐿ఒ(𝑤) ≔ 𝑤ᇱᇱ − 𝜆𝑤 pour 𝑤 ∈ 𝐶ଶ[0,1]. Cet opérateur correspond à (10)  avec 𝑝 = 1 et 𝑞 = 𝜆. La solution 
complexe générale de     𝑤”—  𝜆𝑤 = 0,                                                         (13) 

est w(x) = 𝑎𝑒√ఒ௫ + 𝑏𝑒√ఒ௫, où 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ. Les conditions au bord 

    𝑤(0) = 0 = 𝑤(1),                                        (14) 

Entraînent  0 = 𝑤(0) = 𝑎 + 𝑏 𝑒𝑡 0 =  𝑤(1) = 𝑎𝑒√ఒ + 𝑎𝑒ି√ఒ.Par conséquent, 𝑏 = −𝑎 et si 𝑎 ≠ 0, alors 

𝑒√ఒ =  𝑒ି√ఒ 

c’est-à-dire 𝑒ଶ√ఒ = 1, donc il existe 𝑛 ∈  ℤ tel que 2√𝜆 = 2𝜋𝑛. Il s’ensuit que 𝜆 est nécessairement de la forme 𝜆 = — 𝜋ଶ𝑛ଶ 

donc √𝜆 = ±𝑖𝜋𝑛 et, par conséquent, w(x) = a(𝑒௜గ௡௫ - 𝑒ି௜గ௡ ) = 2ai 𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜋𝑥. On conclut qu’une partie réelle de la solution est 
𝔎𝑤(𝑥) = 𝑟 sin 𝑛𝜋𝑥  pour 𝑛 ∈ ℕ et 𝑟 ∈ ℕ. 

Dans cet exemple, nous avons considéré la restriction  𝐿෠ఒ d’un opérateur linéaire 𝐿ఒ : 𝐶ଶ ([0, 1])  → 𝐶([0, 1]) à 
l’espace vectoriel 

𝑊: = {𝑤 ∈ 𝐶ଶ([0,1]) ∶ 𝑤(0) = 0 = 𝑤(1)}. 

Compte tenu des applications, notamment aux équations aux dérivées partielles, on situe souvent Lλ dans L2(0, 1) en précisant le 

sens dans ce cas de la dérivation et des conditions au bord, en obtenant ainsi le problème de la description du noyau de 𝐿෠ఒ : dom 

𝐿෠ఒ ⟶ 𝐿ଶ[0, 1]. 

 

La recherche des 𝑤 ∈ 𝑊𝑒𝑡 𝜆 ∈ ℝ tels que 𝐿෠ఒ௪ = 0 équivaut à la recherche des valeurs propres 𝜆 et des vecteurs 
propres correspondants de l’opérateur ∆, défini par ∆𝑤 ∶= 𝑤” (le laplacien uni-dimensionnel), restreint 𝑊. Autrement dit, on 
cherche à déterminer les 𝜆 et 𝑤 tels que 

∆෠𝑤 = 𝜆𝑤. 

Exemple 3.  

Pour le même problème (13), mais avec les conditions au bord, par exemple, 

    𝑤’(0) = 0 𝑤’(1),                                                   (15) 

la solution générale w(x) = 𝑎𝑒√ఒ௫ + 𝑏𝑒√ఒ௫ de (13) doit remplir les conditions (15), c’est-à-dire 0 = 𝑤’(0) = √𝜆(𝑎— 𝑏) et  

0 = 𝑤’(1) = √𝜆(𝑎𝑒√ఒ − 𝑏𝑒̅√ఒ). Or, 𝜆 = 0 donne la solution constante égale à 0 et si 𝜆 ≠ 0, alors a = b et 𝑒√ఒ = 𝑒̅√ఒ donc, 
comme dans l’exemple 2, 

𝜆 = ±𝑖𝜋𝑛𝑥. Ceci donne w(x) = 𝑎(𝑒௜గ௡௫ + 𝑒ି௜గ௡௫) = 2𝑎𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜋𝑥, donc c’est une solution réelle pour tout a ∈ ℝ tout n ∈ ℕ1. 

Proposition 6. [𝟗][𝟏𝟒][𝟏𝟕] 

 L ‘opérateur (10) vérifie la formule de Green suivante 

   ∫ [𝑢𝐿(𝑣)— 𝑣𝐿(𝑢)]𝑑𝑥 = 𝑝[𝑢𝑣’— 𝑣𝑢’]              
ଵ

଴
        (16) 

 

pour tous 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶ଶ([0, 1]) 
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Démonstration  

On cherche les solutions de (11) de la forme 

𝑤(𝑥) = ∫ 𝐺(𝑥, 𝑦)
ଵ

଴
𝑓(𝑦)𝑑𝑦. 

Une fonction 𝐺: [0, 1]  ×  [0, 1] → ℝ s’appelle une solution fondamentale ou une fonction de Green de 𝐿 si 𝐺 est continue, 𝐺௫ et 
𝐺௫௫  sont continues dans {(𝑥, 𝑦) ∈ [0,1] × [0,1]: 𝑥 < 𝑦} 𝑒𝑡 𝑑𝑎𝑛𝑠 {(𝑥, 𝑦) ∈ [0,1] × [0,1]: 𝑦 < 𝑥} et 𝐵଴𝐺 = (. , 𝑦) = 0 =

𝐵ଵ𝐺(. , 𝑦), 

(Green)     𝐿𝐺(. , 𝑦)(𝑥) = 0 pour 𝑥 ≠  𝑦, 

 

𝐺௫(𝑦ା, 𝑦) − 𝐺௫(𝑦ି, 𝑦) = −
ଵ

௣(௬)
  et pour tout 𝑦 ∈ [0, 1]. 

Théorème 8. [𝟐𝟏][𝟐𝟑] 

Si f est continue par morceaux et G est une fonction de Green pour (11), alors 𝑢 est une solution de (11)   si et 
seulement si 

    𝑢(𝑥) ∫ 𝐺(𝑥, 𝑦)
ଵ

଴
𝑓(𝑦)𝑑𝑦.                                    (17)   

Démonstration.  

Puisque 
ଵ

௣
 est bornée, 𝐺 est bornée, donc on peut passer avec 

ௗ

ௗ௫
 sous le signe d’intégrale dans (17), obtenant  

u’(x) = ∫ 𝐺(𝑥, 𝑦)
ଵ

଴
 𝑓(𝑦)𝑑𝑦 . 

 

Compte tenu de la discontinuité de 𝐺௫ en x = y, on tire 

u”(x) = 
ௗ

ௗ௫
 [∫  

௫

଴
𝐺௫(𝑥, 𝑦) 𝑓(𝑦)𝑑𝑦 + ∫  

ଵ

௫
 𝐺௫(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦] 

         = ∫  
ଵ

଴
 𝐺௫௫(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑 𝑦 +  𝑓 (𝑥) [𝐺(𝑥, 𝑥ି) −  𝐺௫(, 𝑥ା)] 

         = ∫  
ଵ

଴
𝐺௫௫(𝑥, 𝑦) 𝑓 (𝑦) 𝑑𝑦 +  𝑓 (𝑥) [𝐺(𝑥ା, 𝑥) −  𝐺௫(𝑥_, 𝑥)] 

         = ∫  
ଵ

଴
𝐺௫௫ (𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦 −

௙ (௫)

௣(௫)
,   

donc 

    𝐿(𝑢)(𝑥) = [𝑝𝑢” + 𝑝’𝑢’ − 𝑞𝑢](𝑥)  

= ∫  
ଵ

଴
 [𝑝𝐺௫௫  + 𝑝௫𝐺௫ −  𝑞𝐺](𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦 − 𝑓(𝑥)  

=  ∫  
ଵ

଴
𝐿𝐺(. , 𝑦)(𝑥)𝑓(𝑦)𝑑𝑦 − 𝑓(𝑥) =  −𝑓 (𝑥),  

car 𝐿𝐺 (. , y)  =  0 presque partout. 

Réciproquement, si 𝑢 est une solution de (11) avec des conditions au bord, alors en appliquant la formule de 
Green (16) à u et G, on obtient 

 − ∫  
ଵ

଴
𝐺(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦 = ∫  

ଵ

଴
𝐺(𝑥, 𝑦)𝐿(𝑢)(𝑦)𝑑𝑦  
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= ∫  
ଵ

଴
 𝑢𝐿(𝐺(𝑥, . )(𝑦)𝑑𝑦 + 𝑝[𝑢’𝐺 −  𝐺’𝑢]଴

ଵ + 𝑝[𝑢’𝐺 −  𝐺’𝑢]଴
ଵ  

=൫𝐺’(𝑥, 𝑥ି) −  𝐺’(𝑥, 𝑥ି)൯𝑝(𝑥)𝑢(𝑥) =  −𝑢(𝑥). 

Si u0 est une solution de L(u0) = 0 vérifiant B0u0 = 0, alors une solution générale est de la forme c0u0, et 𝑢ଵ est une solution de 
L(u1) = 0 vérifiant B1u1 = 0, alors une solution générale est de la forme c1u1. 

Si le Wronskian 

         𝑊(𝑥) = ฬ
𝑢଴(𝑥) 𝑢ଵ(𝑥)

𝑢଴(௫)
ᇱ 𝑢ଵ(௫)

ᇱ ฬ  = 𝑢଴(𝑥)𝑢ଵ
ᇱ (𝑥) – 𝑢ଵ(𝑥) 𝑢ᇱ(𝑥) 

 

n’est pas nul, les deux familles de solutions sont indépendantes. Alors en x ∈]0, 1[, les courbes de ces deux familles ne peuvent 
pas avoir un point de contact, c’est-à-dire 𝑥 tel que  

𝑐଴𝑢଴(𝑥) −  𝑐ଵ𝑢ଵ(𝑥)  =  0 𝑒𝑡 𝑐଴𝑢଴(𝑥) −𝑐ଵ𝑢ଵ
ᇱ (𝑥) = 0, car ceci signifierait que 𝑐଴ = 𝑐ଵ = 0. 

Lemme 2. [𝟐𝟒] 

Si 𝑊 est le Wronskien pour 𝐿 de (11), alors il existe 𝑎 ∈ ℝ 𝑡𝑒𝑙 que 𝑝(𝑥)𝑊(𝑥) = 𝑎. 

 

Démonstration  

On a 𝑊 = 𝑢଴𝑢ଵ
ᇱ − 𝑢଴

ᇱ 𝑢ଵ  et on calcule 

 

 𝑤ᇱ = 𝑢଴
ᇱ 𝑢ଵ +  𝑢଴𝑢ଵ

ᇱᇱ −  𝑢ଵ
ᇱ 𝑢଴

ᇱ −  𝑢ଵ𝑢଴
ᇱᇱ 

      =𝑢଴𝑢ଵ
ᇱᇱ −  𝑢଴𝑢ଵ

ᇱᇱ 

donc 

(p’W)’ = p’W + pW’ 

= 𝑝ᇱ𝑢଴𝑢ଵ
ᇱ − 𝑝ᇱ𝑢଴

ᇱ 𝑢ଵ + 𝑝(𝑢଴𝑢ଵ
ᇱᇱ − 𝑢ଵ𝑢଴

ᇱᇱ) 

= u0L(u1) – u1L(u0) = 0, 

car L est auto-adjoint et u0, u1 satisfont aux conditions au bord. Donc 

𝑝(𝑥)𝑤(𝑥) est constante.  

Autrement dit, il y une constante c ∈ ℝ telle que 

c (u0(x)𝑢ଵ
ᇱ  (x) – u1(x)u’0(x)) =  −

ଵ

௣(௫)
 

Par conséquent, en choisissant 

  𝐺(𝑥, 𝑦) = ൜
𝑐𝑢଴(𝑥)𝑢ଵ(𝑦), 𝑠𝑖 𝑥 ≤ 𝑦,

𝑐𝑢ଵ(𝑥)𝑢଴(𝑦), 𝑠𝑖 𝑦 ≤ 𝑥,
 

nous obtenons une coïncidence pour x = y, et 

𝐺௫(𝑥, 𝑦)|𝑥 = 𝑦ା − 𝐺௫(𝑥, 𝑦)|௫ୀ௬ష
= 𝑐൫𝑢଴(𝑦)𝑢ଵ

ᇱ (𝑦) −  𝑢଴
ᇱ (𝑦)𝑢ଵ

ᇱ (𝑦)൯ 



                     International Journal of Progressive Sciences and Technologies (IJPSAT) 
                     ISSN: 2509-0119.  
                     © 2024 Scholar AI LLC. 
        https://ijpsat.org/                                                        Vol. 47 No. 1 October 2024, pp. 265-282 
 

 
 
Vol. 47 No. 1 October 2024               ISSN: 2509-0119 279 

 

= cW(y)= - 
ଵ

௣(௬)
 

Si le problème (11) admet une fonction G telle que 

    𝑢(𝑥) = ∫ 𝐺(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦
ଵ

଴
 

en est une solution, alors en posant 𝑓 = −𝜆𝑢, nous transformons le problème des valeurs et des fonctions propres 

𝐿(𝑢) = 𝜆𝑢 

au problème 

𝑢(𝑥) =  − 𝜆 න  

ଵ

଴

𝐺(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑦)𝑑𝑦. 

Par conséquent, λ ≠ 0 est une valeur propre de L si et seulement 

 si  −
ଵ

ఒ
 est une valeur propre de l’opérateur intégral 

(𝐾𝑢)(𝑥) = න 𝐺(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑦)
ଵ

଴

𝑑𝑦. 

Théorème 9. [𝟏𝟖][𝟐𝟐][𝟐𝟑] 

Si 𝐿 est de type (11) admet une fonction de Green, alors ses valeurs propres sont simples formant une suite 
(𝜆௡)௡ décroissante vers −∞ et il existe une base orthonormale (𝑣௡)௡ composée des fonctions propres correspondantes. 

Démonstration.  

D’après le théorème (7), si ቀ
ଵ

⋋೙
ቁ

௡
 admet un point d’accumulation λ, alors nécessairement 𝜆 = 0. D’autre part, 𝜆௡ sont 

simples et 𝑠𝑢𝑝௡ழஶ 𝜆௡  <  ∞ . En plus, leurs valeurs propres forment une base hilbertienne, donc (𝜆௡)௡ doit être infinie et 
lim

௡→ஶ
𝜆௡ = −∞ 

La théorie de Sturm-Liouville est appliquée aux équations aux dérivées partielles. 

Exemple 3. [𝟏𝟕][𝟐𝟐] 

L’équation de l’onde 

        𝑢௧௧ = 𝑢௫௫ , 

               𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0,    (18) 

      𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥); 𝑢௧(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥), 

modélise une corde vibrante dans un plan, fixée à ses extrémités, telle que sa position au moment 𝑡 = 0 est donnée par une 
fonction 𝑓 et sa vitesse initiale (dans le même plan) par une fonction 𝑔. 

On suppose que 𝑢 ∶  [0, 1] ×]0, ∞[ soit continue et 2 fois dérivable dans ]0, 1[×]0, ∞[, les dérivées partielles de 
𝑣 par rapport à 𝑥 et 𝑡 sont notée par 𝑣௫ 𝑒𝑡 𝑣௧  respectivement. Souvent on généralise les conditions initiales comme les limites 

limt→0 ║𝑢(•, 𝑡) −  𝑓║
ଶ
 et 

 lim
௧→଴

‖(•, 𝑡) − 𝑔‖ଶ . Ainsi (18) peut être interprétée comme un problème d’évolution dans 𝐿ଶ[0,1]. 

En supposant qu’une solution est de la forme 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑤(𝑥). ℎ(𝑡) (séparation de variables), on obtient 
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𝑤(𝑥). ℎ௧௧(𝑡)  = 𝑤௫௫(𝑥)ℎ(𝑡) 

pour tout x ∈]0, 1[ et i > 0, il existe ⋋∈ ℝ tel que 

௛೟೟(௧) 

௛(௧) 
 = 

௪ೣೣ(௫)

௪(௫)
 = 𝜆 

pour x et 𝑡 pour lesquels 𝑢(𝑥, 𝑡) ≠ 0, c’est-à-dire le système d’équations 

   ൜
ℎ௧௧ –  𝜆ℎ = 0,

𝑤௫௫ –  𝜆𝑤 = 0.
      (19) 

La seconde équation est celle de l’exemple 2. En conséquence, il existe 

 𝑛 ∈ ℕ et 𝑎 ∈ ℝ tels que 𝜆௡ = −𝜋ଶ𝑛ଶ et 𝑤௡(𝑥) = 𝑎 sin 𝜋𝑛𝑥. Pour tout n, on résout la première équation de (19) 

ℎ௧௧ + 𝜋ଶ𝑛ଶℎ = 0. 

La solution générale (réelle) est ℎ௡(𝑡) = 𝑎௡ cos 𝜋𝑛𝑡 + 𝑏௡ sin 𝜋𝑛𝑡, où 𝑎௡, 𝑏௡ ∈ ℝ. Ainsi la solution générale de  (18) est 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑  ஶ
௡ ୀ ଵ sin 𝜋𝑛𝑥 (𝑎௡ cos 𝜋𝑛𝑡 + 𝑏௡ sin 𝜋𝑛𝑡). 

On sait que, {sin 𝜋𝑛𝑡 ∶ 𝑛 ∈ ℕଵ} ∪ {cos 𝜋𝑛𝑡 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} constitue une base de Hilbert dans 𝕃ଶ (0, 1). Donc d’après les conditions 
initiales, 

    f(x) = u(x, 0) = ∑ 𝑎௡sin 𝜋𝑛𝑥ஶ
௡ୀଵ ,  

g(x) = ut(x,0) = ∑ 𝑏௡ 𝜋𝑛 sin 𝜋𝑛𝑥ஶ
௡ୀଵ ,   (20) 

c'est-à-dire, 

𝑎௡ = 2 ∫  
ଵ

଴
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥,  𝑏௡ = 

ଶ

గ௡
∫  

ଵ

଴
 g(x) sin 𝜋nx dx, 

Selon la méthode de Fourier. Si 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿ଶ(0, 1), alors les conditions initiales (20) sont interprétées au sens de la convergence 
dans 𝐿ଶ(0, 1). 

Exemple 4. [𝟏𝟏] 

 L’équation de la chaleur : 

                                    𝑢௧ = 𝑢௫௫ , 

         𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0,   (21) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), 

décrit à l’évolution de la température dans un fil conducteur normal, dont les bouts sont maintenus dans la température constante 
0 et dont la température initiale est donnée par 𝑓. En supposant qu’une solution est de la forme 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑤(𝑥). ℎ(𝑡), on obtient 

𝑤(𝑥). ℎ௧(𝑡) = 𝑤௫௫(𝑥)ℎ(𝑡), 

donc il existe λ ∈ ℝ tel que 

௛೟(௧)

௛(௧)
 = 

௪ೣೣ(ೣ)

௪(௫)
 = λ 

pour x et t pour lesquels u(x, t) ≠ 0, ce qui devient 

    ൜
ℎ𝑡 − 𝜆ℎ = 0,

𝑤௫௫ –  𝜆𝑤 = 0.
     (22) 
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Comme avant, il existe 𝑛 ∈ ℕ et 𝑎 ∈ ℝ tels que 

 𝜆௡ =  − 𝜋ଶ𝑛ଶ  𝑒𝑡 𝑤௡(𝑥) = 𝑎 sin 𝜋𝑛𝑥. Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, on résout la première équation de (22) en obtenant ℎ௡(𝑡) = 𝑎𝑒ିగమ௡మ௧. 
Ainsi la solution générale de l’équation de la chaleur (21) est 

  𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑎௡𝑠𝑖𝑛𝜋𝑛𝑥.ஶ
௡ୀଵ 𝑒ିగమ௡మ௧ ,     (23) 

et d’après les conditions initiales, 

𝑓(𝑥) = 𝑢(𝑥, 0) =  ∑ 𝑎௡𝑠𝑖𝑛𝜋𝑛𝑥ஶ
௡ୀଵ , 

où 

 𝑎௡ = 2 ∫ 𝑓(𝑥) sin 𝜋𝑛𝑥 𝑑𝑥
ଵ

଴
.   
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